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  چکیده
  

یادگيری  و كاویدادهو دارای كاربردهای بسيار متنوع در هوش مصنوعي،  كاررفتهبههای گرافي احتمالاتي بوده كه برای نمایش یک توزیع احتمال های بيزین یکي از پركاربردترین مدلشبکه

های یادگيری ساختار به سه دسته مبتني بر محدودیت، روش طوركليبهها آموزشي است. یادگيری ساختار از روی مجموعه داده ها، مسئلهترین مسائل در این شبکهماشين است. یکي از مهم

خطي است. روش  ریزیكه مبتني بر روش گردسازی قطعي در برنامه شودميت ساخت شبکه بيزین ارائه شوند. در این مقاله یک روش مبتني بر امتياز جهمبتني بر امتياز و تركيبي تقسيم مي

دیل كند. سپس با حل برنامه خطي تعریزی خطي تعدیل ميسازی نموده و سپس آن را به یک مسئله برنامهیک برنامه خطي صحيح مدل صورتبهپيشنهادی ابتدا مسئله یادگيری ساختار را 

 كند.های صحيح تبدیل ميرا با استفاده از روش معرفي شده گردسازی قطعي به جواب آمدهدستبههای كسری وابشده، ج

 

 های بيزین. ریزی خطي، شبکه بيزین، گرد كردن قطعي، یادگيری ساختار در شبکهبرنامه   :کلیدی کلمات

 

 مقدمه  -1

 هایتوزیع فشرده نمایش برای كارآمد ابزاری عنوانبه احتمالاتي گرافي هایمدل

 مدلي احتمالاتي گرافي مدل گرافي یا مدل یک. شوندمي شناخته توأم احتمال

 یهاوابستگي ساختار نمایش و بيان برای گراف یک از آن در كه است احتمالاتي

 طوربه هامدل این از. شودمي استفاده تصادفي متغيرهای از مجموعه یک ميان شرطي

 .شودمي استفاده ماشين یادگيری و بيزی آمار احتمالات، نظریه در ایگسترده

 و تصادفي متغير یک آن گره هر كه هستند هایيگراف احتمالاتي گرافي هایمدل

 اظرمتن تصادفي متغيرهای ميان شرطي وابستگي دهنده نشان گره دو ميان یال هر

 فشرده روش یک احتمالاتي گرافي هایمدل از استفاده درواقع. است گره دو آن با

 برای. كندمي فراهم را تصادفي متغيرهای ميان توأم احتمال توزیع نمایش برای

 وأمت توزیع نمایش برای آنگاه باشيم، داشته دودویي تصادفي متغير 𝒏 اگر نمونه،

𝒑(𝑿7, … , 𝑿𝒏)  2 تعيين نيازمند
𝒏

 از فضا پيچيدگي دارای این كه هستيم پارامتر 

𝑶(2 نمایي مرتبه
𝒏

 هاپارامتر تعداد بيزین هایشبکه از استفاده با كهدرحالي. است (

 یابد.مي كاهش ایملاحظه قابل نحو به

 نزدیکي بسيار ارتباط كه دارند وجود احتمالاتي گرافي هایمدل از خانواده سه

. تندهس مناسب متفاوتي احتمال توزیع و كاربرد برای هركدام اما داشته یکدیگر با

 عامل هایگراف جهت، بدون احتمالاتي گرافي هایمدل: از اندعبارت خانواده سه این

 زیعتو یک(. بيزین هایشبکه)دارجهت احتمالاتي گرافي هایمدل و فاكتور گراف یا

,𝑋7} متغيرهای مجموعه روی احتمال … , 𝑋𝑛}  مانند 𝑝(𝑋7, … , 𝑋𝑛) در نظر را 

 مالاحت توابع از مجموعه یک با همراه گراف یک احتمالاتي، گرافي مدل یک. بگيرید

 تعریف را موردنظر احتمال توزیع كه بوده تصادفي متغيرهای از ایزیرمجموعه روی

 شنمای امکان و بوده گراف نظریه و احتمال نظریه ميان تزویجي هامدل این. كندمي

 ساختارهای دارای موردنظر احتمال توزیع كههنگامي در را كارآمد استنباط و فشرده

 كه جهت بدون احتمالاتي گرافي هایمدل از .كندمي فراهم است، خاصي استقلال

 و فيزیک در بيشتر شوندمي شناخته يزن 7ماركوف تصادفي هایميدان عنوان تحت

 حتت كه نيز دارجهت احتمالاتي گرافي هایمدل از. شودمي استفاده تصویر پردازش

 شناخته نيز 2يسبب هایشبکهو  9باور هایشبکه ، 2بيزین هایشبکه نظير عناویني

 .شودمي استفاده ماشين یادگيری و مصنوعي هوش هایحوزه در بيشتر شوندمي

 مارآ مهندسي، مختلف هایحوزه در متنوع بسيار كاربرهایي دارای بيزین هایشبکه

 تصادفي هایميدان[. 77, 23, 92, 27, 91, 92, 22] است مصنوعي هوش و

 تياحتمالا گرافي هایمدل شوند،مي ناميده نيز ماركوف شبکه اختصاربه كه ماركوف

 بدون هاییال و تصادفي متغيرهای با متناظر آن هایگره كه هستند جهتي بدون

 از گونهاین در. است تصادفي متغيرهای ميان هایوابستگي دهنده نشان جهت

 هستند هم از مستقل 𝑍 به توجه با 𝑌و   𝑋 :است ترساده خيلي گرافي تعابير ها،مدل

,𝑋1} مجموعه هر ازای به. شوند جدا یکدیگر از 𝑍 توسط هاآن هرگاه … , 𝑋𝑛} از 



 52                                                                                                       7931، 2، شماره 71د ه علمي انجمن كامپيوتر ایران، مجلعلوم رایانش و فناوری اطلاعات، نشری

2 تعداد تصادفي متغيرهای
𝑛(𝑛−1)

2
. دارد وجود یکدیگر از متمایز جهت بدون گراف  

 نامنفي توابع از ضربحاصل یک صورتبه ماركوف هایشبکه برای توأم توزیع

 شوند: مي بيان گراف هایخوشه

(7) 𝑝 (𝑋7, … , 𝑋𝑛) =
7

𝑍
∏  Ψ𝑐 (𝑥𝑐),

𝑐∈𝒞(𝐺)

 

 پتانسيل Ψ𝑐 (𝑥𝑐) و 𝐺 گراف ماكسيمال هایخوشه مجموعه 𝒞(𝐺) كه

 بدون گراف توسط كه 𝑝 توزیع یک. است سازنرمال ثابت مقدار یک 𝑍 و 1ایخوشه

 .شودمي ناميده 𝐺 روی 6گيبز توزیع یک شودمي داده نمایش 𝐺 جهت

 بتنيم توأم احتمال توزیع نمایش برای كارآمد و متفاوت روشي بيزین هایشبکه

 وهشي این با. كنندمي ارائه شرطي احتمال هایتوزیع ضربحاصل به آن تجزیه بر

 در استنباط و احتمالاتي مدل ساخت جهت ازيموردن پارامترهای تعداد نمایش،

 توأم احتمال توزیع هر. یابدمي كاهش ایملاحظه قابل طرز به بزرگ مسائل

𝑝(𝑋7, … , 𝑋𝑛)  ضربحاصل به زیر ایزنجيره قاعده از استفاده با توانمي را  

 كرد:  تجزیه زیر صورتبه شرطي احتمال هایتوزیع

 𝑝 (𝑋7, … , 𝑋𝑛) =

𝑝(𝑋7)𝑝(𝑋2 |𝑋7)𝑝(𝑋9 |𝑋7, 𝑋2) … 𝑝(𝑋𝑛 |𝑋7, … , 𝑋
𝑛−7) 

. است نمایش قابل DAGیا  1دور بدون دارجهت گراف یک توسط تجزیه این 

𝑋𝑖 متغير اگر 𝑋𝑗 تصادفي متغير آنگاه دهيم، نشان گراف در گره یک توسط را   عنوانبه 

𝑋𝑖 گره والد 𝑋𝑗 از دارجهت یال یک صورتبه توانمي را  𝑋𝑖 به   هایگراف. داد نشان 

 برای. دارد وجود توأم احتمال توزیع یک نمایش برای متعددی دور بدون و دارجهت

 هاستفاد دارجهت گراف یک از توانمي ای،زنجيره قاعده از آمدهدستبه تجزیه نمایش

 هایگراف تعداد دارد، وجود متغير 𝑛 برای متفاوت جایگشت !𝑛 تعداد ازآنجاكه. كرد

 طرف از اما. است  !𝑛 برابر نيز توزیع این نمایش برای ممکن دور بدون دارجهت

𝑋𝑖 متغيرهای اگر دیگر، 𝑋𝑗 و   از كدامچيه آنگاه باشند یکدیگر از( شرطي)مستقل 

 جهيدرنت و شوندنمي ظاهر ایزنجيره قاعده در دیگری شرطي مجموعه در هاآن

. نيست آن دهنده نمایش دور بدون دارجهت گراف در دیگری پدر یا والد كدامهيچ

𝑋𝑖 هایگره ميان داریجهت یال هيچ بنابراین 𝑋𝑗 و   گراف یک اگر. ندارد وجود 

 ،باشد توأم احتمال توزیع یک به مربوط تجزیه یک دهنده نشان دور بدون دارجهت

 .كرد بازسازی زیر صورتبه توانمي را توأم احتمال توزیع این صورت این در

(2) 𝑃(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = ∏  𝑃(𝑋𝑖  |𝑝𝑎(𝑋𝑖))

𝑛

𝑖=1

 

𝑋𝑖 مجموعه والدهای گره 𝑝𝑎(𝑋𝑖) ازكه در آن منظور  دار بدون در گراف جهت 

دار بدون دور مختلف نمایش دقيق توزیع احتمال های جهتدور مربوطه است. گراف

دار بدون دور بحث شده در جهت گراف !𝑛ي تمام مثالعنوانبهیکسان هستند.  توأم

بالا همراه با پارامترهای متناسب محاسبه شده همگي برای نمایش توزیع احتمال 

ها با یکدیگر متفاوت است. معادل قابل قبول هستند اگرچه ساختار آن طوربه توأم

 .]73[دكنارز و معادل را مشخص ميساختارهای هم 7تعریف

های ارز گویيم هرگاه مجموعه توزیعرا هم 𝒢2 و 𝒢7 مانند DAG دو ساختار .1تعریف

  .یکسان باشد 𝒢2 های قابل نمایش توسطبا مجموعه توزیع 𝒢7 قابل نمایش توسط

 دار فاقد دور یااساسي است: یک گراف جهت مؤلفهیک شبکه بيزین دارای دو  

DAG  متناظر با هر گره و 𝑣  توأماز گراف یک جدول توزیع احتمال 𝑝(𝑣, 𝑝𝑎(𝑣))  

,𝑢) كهطوریبهبوده  𝑢 مجموعه رئوسي مانند 𝑝𝑎(𝑣) كه در آن منظور از 𝑣)  یک

𝑉 روی مجموعه متغيرهای 𝑝 توأمیال از گراف است. یک شبکه بيزین توزیع  =

{𝑋1, … , 𝑋𝑛} ضرب از توزیع احتمالات یک حاصل صورتبهكند و آن را را كد مي

 :كندزیر تجزیه مي صورتبهبا توجه به والدین آن در گراف شرطي روی هر متغير 

(9) 𝑝(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = ∏ 𝑝(𝑋𝑖  |𝑝𝑎(𝑋𝑖))

𝑛

𝑖=1

 

به  𝑋𝑖 گره  1های غيرنسلای از گرهمجموعه 𝑍 ضرب بالا، اگربا توجه به حاصل

ف آنگاهباشد،  𝑝𝑎(𝑋𝑖) های موجود درجزء گره )خاصيت  3شرط محلي ماركو

 :زیر برقرار است صورتبهماركوف( 

(2) 𝑝(𝑋𝑖  |𝑝𝑎(𝑋𝑖), 𝑍) = 𝑝(𝑋𝑖  |𝑝𝑎(𝑋𝑖)) 

تركيبي از متغيرها با  صورتبهها اغلب اگرچه در دنيای واقعي داده  

اختار های یادگيری سبسياری از الگوریتم حالبااینمقادیر گسسته و پيوسته است، 

گذارند كه تمامي متغيرهای تصادفي گسسته های بيزین فرض را بر این ميشبکه

هستند. بنابراین، متغيرهای پيوسته معمولاً هنگام یادگيری یک شبکه بيزین به 

ادگيری های یها برای توسعه الگوریتمشوند. برخي روشمتغيرهای گسسته تبدیل مي

[ ، ما یک الگوریتم 22بکه بيزین به متغيرهای پيوسته وجود دارد. در تحقيق قبلي]ش

مي از ایم كه تيسازی پيوسته معرفي كردهسازی جدید برای حل مسائل بهينهبهينه

توماتای گيرد. این تيم از آآتوماتای یادگير را برای ساختن یک شبکه بيزین به كار مي

لوب شبکه بيزین را در طول اجرای الگوریتم فرا كند ساختار مطیادگير سعي مي

ای الگوریتم با زمان محاسبه كمتر بر بگيرد. استفاده از آتوماتای یادگير منجر به یک

 ها گسستهكه همه داده كنيممي. در این مقاله فرض شودميساخت شبکه بيزین 

 .هستنده مقادیر گمشد گونههيچبوده و بدون 

پذیر برای حل مسئله ائه یک مدل ساده، سریع و مقياسنوآوری این مقاله در ار

ند های كُاستفاده از تکنيک جایبههای بيزین است. ما یادگيری ساختار در شبکه

ا های نسبتاً بزرگ نيستند، بریزی خطي صحيح كه قادر به حل مسائل با اندازهبرنامه

ه كنيم كه در مقایسریزی خطي و گردكردن قطعي مدلي ارائه ميتركيب روش برنامه

های نسبتاً قابل ریزی خطي صحيح، علاوه بر سریع بودن جوابهای برنامهبا روش

 .دهدقبولي نيز به دست مي

مروری بر  2زیر سازماندهي شده است: ابتدا در بخش  صورتبهاین مقاله 

های آن انجام بندیهای بيزین و بررسي دستههای یادگيری ساختار در شبکهروش

ریزی خطي برای حل مسئله یادگيری ساختار روش برنامه 9. سپس در بخش شودمي

روش  2. در بخش شودميهای مبتني بر آن مرور های بيزین معرفي و روشدر شبکه

 1 . بخششودميپيشنهادی ما برای حل مسئله یادگيری ساختار بيان و شرح داده 

های مطرح در این سایر روشنتایج تجربي حاصل از مقایسه روش پيشنهادی ما با 

گيری كار انجام شده به همراه نتيجه 6بخش در دهد. نهایتاً، زمينه نشان مي

 .دگردپيشنهاداتي برای كارهای آتي را ارائه مي

 های بیزینیادگیری ساختار در شبکه -2

 [.1پي سخت است ]های بيزین یک مسئله انِمسئله یادگيری ساختار شبکه

دار بدون دور گراف جهت 𝑶(𝒏𝟐𝒏(𝒏−𝟏)) متغير، تعداد 𝒏 شاملبرای یک مجموعه 

تعداد متغيرها از  برحسبرشد اندازه فضای جواب  دیگرعبارتبه[. 21وجود دارد ]

 املاًكهای بيزین های یادگيری ساختار در شبکهی نمایي است. پيچيدگي روشمرتبه

 نکهیاشده بوده یا نه و گمدارای مقادیر  مجموعه داده نکهیابه فرضياتي نظير 

متغيرهای پنهان وجود دارند یا خير وابسته است. در حالتي كه مجموعه داده دارای 

 10افتهیساخت  EM شده یا متغيرهای پنهان باشد، الگوریتمي كارآمد به ناممقادیر گم

  EMیعني 11دسازی اميعرفي شده است كه با تركيب الگوریتم استاندارد بيشينهم

سازی پارامترها با جستجوی ساختار برای انتخاب مدل مسئله مقادیر برای بهينه

های یادگيری ساختار در توان روشمي طوركليبه[. 72, 79كند ]شده را حل ميگم

تهای گرافي احتمالاتي را به سه دسته روشمدل ، 12های مبتني بر محدودی

بندی نمود كه در ادامه تهدس 14يبيتركهای و روش  13های مبتني بر امتيازروش

 .مختصر به شرح هر دسته خواهيم پرداخت طوربه
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 های مبتنی بر محدودیتروش  -2-1 

سته های شرطي نگرینمایشي از استقلال صورتبهدر این روش به شبکه بيزین  

ها سعي بر این است كه با انجام آزمون استقلال شرطي . در این دسته از روششودمي

 برای آن وابستگي و یا عدم وابستگي ميان متغيرها بررسي شده و از  هاروی داده

ترین ها( كه بهارزی از شبکهتر یک كلاس هم)و یا به عبارت دقيق یافتن یک شبکه

دهد، مي دست بههای محاسبه شده را ها و عدم وابستگيتوصيف از مجموعه وابستگي

 یافتن ساختار راها مسئله د: آنشهودی هستن طوركليبهها استفاده شود. این روش

از مفهوم استقلال تفکيک كرده و بيشتر به دنبال تعریف شبکه بيزین هستند. 

توانند حساس به شکست در یک آزمون موردی باشند. ها مياین روش متأسفانه

 های تعيين وابستگي منجر به گمراهيای نادرست توسط یکي از آزمونبرگشت نتيجه

های مبتني بر محدودیت شامل دو مرحله در ایجاد شبکه بيزین خواهد شد. روش

های یکي از الگوریتمها. دهي یالاست: مرحله آزمون استقلال شرطي و مرحله جهت

با یک گراف بدون    PC[. الگوریتم21است] PC 15پيشرو در این زمينه، الگوریتم

. در ادامه با انجام آزمون استقلال شرطي ميان تمامي شودميهمبند آغاز  كاملاًجهت 

𝑋𝑖 دو متغير زوج متغيرها، اگر نتيجه آزمون استقلال شرطي ميان 𝑋𝑗 و  مثبت بود،  

ر با آن را از گراف حذف كرده و مجموعه شرطي كه استقلال روی آن یال متناظ

كند. اجرای روال آزمون استقلال شرطي با یک مجموعه را نگهداری مي شودميحفظ 

. در گام شودميمتغيرهای شرطي كه اندازه آن مرتباً در حال افزایش است تکرار 

گردد. شکل در گراف مي ختارسا-vالگوریتم به دنبال ها، دهي یالبعدی و برای جهت

 و 𝐵 و نيز ميان 𝐵 و  𝐴 كه ميان 𝐶 و  𝐴 ،𝐵 تایي از رئوساین ساختار ميان هر سه

𝐶 گيرد. یک ساختاریال وجود دارد شکل مي -vدهي یال ازشکل با جهت 𝐴 به 𝐵  و

وجود داشته باشد  𝑆 گيرد هرگاه یک مجموعه شرطشکل مي 𝐵 به 𝐶 یک یال از

 ساختارهای-vتمامي  اینکهازپسنباشد.  𝑆 در 𝐶 بوده و 𝐵 مستقل از 𝐴 كهطوریبه

دار را تکراری الگوهای گره/یال/یال جهت صورتبه  PC شکل تعيين شدند، الگوریتم

كند. اگر یکي از این دو قاعده درست دربياید با استفاده از دو قاعده زیر بررسي مي

 :كندرا اصلاح ميآن را اجرا و ساختار شبکه 

 𝑪 و 𝑩 وجود داشته و یک یال ميان 𝑩 به 𝑨 دار ازاگر یک یال جهت •    

را با یک یال  𝑪 و 𝑩 نيست، یال ميان 𝑪 و 𝑨 وجود دارد و هيچ یالي ميان

شکل جدید  ساختار-vدار جایگزین كرده هرگاه این موجب ایجاد یک جهت

 .نشود

وجود داشته باشد، این به آن معني  𝑩 به 𝑨 دار ازاگر یک مسير جهت •    

 شروع شده و به 𝑨 دار وجود دارد كه ازهای جهتاست كه یک توالي از یال

𝑩   و یک یال ميان شودميختم 𝑨 و 𝑩  ،یال را با یک یال  آنگاهوجود دارد

 .كنيمدار جایگزین ميجهت

از این قواعد نباشد، الگوریتم، ساختار فعلي  یکهيچاگر امکان اعمال  تیدرنها 

يزین را ی بكند. الگوریتم ممکن است یک شبکهساختار نهایي توليد مي عنوانبهرا 

دار را توليد كند. یک گراف جهت دار بدون دور جزئيتوليد نکند اما یک گراف جهت

های الدار و هم شامل یهای جهتفاقد دور جزئي گرافي است كه هم شامل یال

دار است. از سایر دار آن فاقد دور جهتهای جهتجهت بوده و زیرگرافبدون

-Inter  و Grow-Shrink [27] هایتوان به الگوریتمهای این دسته ميروش

IAMB  [99 ].اشاره كرد 

از دو جنبه   PCمعرفي شده است كه در آن الگوریتم 16WMIF روش اخيراً 

ذف لبه مبتني بر اطلاعات متقابل و یک سری تنظيم : یک راهبرد حشودميیکپارچه 

شرط مبتني بر اطلاعات متقابل. منظور از راهبرد حذف لبه مبتني بر اطلاعات متقابل 

 اطلاعات متقابل برای آزمایش ترینضعيفاین است كه هميشه یک جفت متغير را با 

 د یک مجموعه. راهبرد توليد مجموعه شرط نيز ایجاشودمياستقلال شرطي انتخاب 

تر اطلاعات متقابل با متغير شرطي است كه در آن متغيرهایي كه دارای درجه ضعيف

 .[22]شوندهدف هستند هميشه اول در نظر گرفته مي

 امتیازهای مبتنی بر روش  -2-2 

 تعيين یک مدل آماری صورتبههای مبتني بر امتياز، به شبکه بيزین در روش

در  مسئله انتخاب مدل صورتبهمسئله یادگيری ساختار  درنتيجهنگریسته شده و 

ها مبتني بر یک اصل مشترک هستند: ما یک . تمامي این روششودمينظر گرفته 

ای از ساختارهای شبکه ممکن كه مجموعه -های بالقوهاز مدل  71فضای فرضيه

دل با كه ميزان تطابق م 71را همراه با یک تابع امتياز -بگيریم در نظرخواهيم مي

 ماندهيباقكنيم. حال تنها كار دهد، تعریف ميهای مشاهده شده را نشان ميداده

های بيزین [. فضای شبکه6, 71یافتن یک ساختار با بيشترین ميزان امتياز است ]

2 بوده كه تعداد ساختارها در آن از مرتبه نمایي 73یک فضای تركيبياتي
𝑂(𝑛2)

است.  

یک تابع امتياز، یافتن یک ساختار با بيشترین امتياز كاری  باوجودحتي  درنتيجه

ياز نيز های بيزین مبتني بر امتمسئله یادگيری ساختار شبکه متأسفانهساده نيست. 

های جستجوی مجبور به استفاده از روش درنتيجهپي سخت بوده و یک مسئله انِ

ها یک مسئله ه آنها این است ك[. یکي از مشکلات این روش1هستيم ] 27ابتکاری

 .حلي سرراست و كارآمد نداشته باشدكنند كه ممکن است راهجستجو را طرح مي

های با مجموعه داده آمدهدستبهیک تابع امتياز، ميزان جور بودن ساختار 

،  27از: امتياز بيز اندعبارتدهد. برخي از توابع امتياز متداول آموزشي را نشان مي

تمامي این توابع .    BICیا 29و معيار اطلاعات بيزی DL Mیا 22طول توصيف كمينه

ای هارز و درست هستند به این معنا كه با افزایش تعداد نمونهمجانبي هم صورتبه

به توزیع درستي  7آموزشي، توزیع كد شده توسط شبکه فراگرفته شده با احتمال 

  MDLیا  توصيف كمينه. طول شودمياند، همگرا شده بردارینمونهها از آن كه نمونه

 ترینهایي است كه كوتاهیک معيار از نظریه اطلاعات بوده كه تمایل آن به مدل

 كنند. این معيار برای شبکه بيزینتوصيف را برای مجموعه آموزشي فراهم مي

𝐵𝑁 = (𝐺, Θ) 𝐷 های آموزشيو مجموعه داده  = {𝑑1 , … , 𝑑𝑁} زیر  صورتبه 

 :شودميتعریف 

(1) 𝑀𝐷𝐿(𝐺, Θ|𝐷) =
log𝑁

2
|Θ| − log𝑃(𝐷|Θ, 𝐺) 

 هر پارامتر توسط ازآنجاكهتعداد پارامترهای مدل در شبکه است.  |Θ| كه در آن 
log𝑁

2
توصيفي از طول شبکه  MDL بيت قابل كد كردن است، اولين جمله از تعریف  

های لازم برای كد كردن تمامي پارامترهای آن است. بيزین یعني تعداد بيت

نمایي مدل شبکه یعني منفي لگاریتم درست MDL ومين جمله از تعریفهمچنين، د

 𝐺 وقتي از شبکه بيزین 𝐷 های لازم برای توصيف، تعداد بيت𝐷 بيزین با توجه به

بوده كه دقيقاً  BIC یسازنهيشيبمعادل  MDL یسازنهيكمكنيم، است. استفاده مي

هایي متمایل به مدل BIC و MDL شهودی، هر دوی طوربهاست.  MDL منفي

های آموزشي را به تصویر كشيده و از پيچيدگي نمایش كمتری هستند كه بهتر داده

𝐷 ، یادگيری یک شبکه بيزین از روی مجموعه دادهروازاینبرخوردار باشند.  را  

 :[73] زیر تعریف كرد صورتبهرسمي  طوربهتوان مي

(6) (𝐺, Θ) = arg  min
𝐺,Θ

  𝑀𝐷𝐿(𝐺, Θ) 

[ و كمپس 77یک روش مبتني بر شاخه و تحدید توسط كمپس و همکاران ] 

[ ارائه شده است كه در آن ابتدا با نادیده گرفتن محدودیت بدون دور بودن 2و جي ]

گراف ساختار، مجموعه والدین بهينه را برای تمامي متغيرها پيدا كرده و سپس 

ها یک شبکه شکست آن دار گراف ساختار را شناسایي و باتمامي دورهای جهت

آورد. الگوریتم به بهبود كيفيت ساختار شبکه بيزین ادامه معتبر بيزین را به دست مي

كران بالا كاهش یابد و این روند تا  نکهیادهد كه یا به یک جواب بهتر برسد و یا مي

 777یابد. این روش قادر به حل مسائلي تا زمان رسيدن به جواب بهينه ادامه مي

 .در زمان قابل قبول است متغير
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, 3ریزی خطي است ]، بهترین روش یادگيری ساختار مبتني بر برنامهحالبااین

دار تا یافتن های جهت[ كه در آن استفاده از صفحات برشي برای شکستن دور71

یابد. تعيين صفحات برشي مناسب كليد موفقيت این روش جواب بهينه ادامه مي

حاكي از آن است كه این روش قادر به حل مسائل  آمدهتدسبهاست. نتایج تجربي 

[ 97متغير در زمان قابل قبول است. یک ایده جالب توسط تيسير و كولر ] 277تا 

كارآمد بر پایه جستجوی مونت  حالدرعينمعرفي شده كه یک روش ابتکاری ساده و 

ا سایر روش بیک روش تقریبي، این  عنوانبهكارلو روی فضای ترتيب متغيرها است. 

 .باشد قابل رقابت است بزرگهای دقيق زماني كه اندازه مسئله بسيار روش

 Inter-و 22SBNR [21]هایتوان به الگوریتمهای این دسته مياز سایر روش

IAMB  [99]  .نيز یک روش مبتني بر ترتيب متغيرها ارائه شده  اخيراًاشاره كرد

همبند قوی این گراف برای یادگير  هایمؤلفهاست كه از مفهوم گراف بهترین امتياز و 

ریزی خطي صحيح های دیگر كه از برنامهروش ازجمله[. 9كند ]ساختار استفاده مي

رائه ا یهاتمیالگورتوان به كنند ميبرای مدل كردن یادگيری ساختار استفاده مي

 .[ اشاره كرد71[ و جاكولا ]3شده توسط جيمز گاسنس ]

 ترکیبیهای روش  -2-3
هایي هستند كه تلفيقي از دو روش قبلي بوده و از مزایای دسته سوم روش

های تركيبي مبتني بر دو گام هستند: یک كنند. روشها استفاده مياز آن هركدام

گام محدود كننده كه در آن با استفاده از راهبردهای مبتني بر محدودیت فضای 

سازی با یافته و در گام بيشينهدار بدون دور كاهش های جهتجستجوی گراف

استفاده از راهبردهای مبتني بر امتياز جستجو بر روی فضای محدود شده جهت 

ن های ای. یکي از بهترین روششودميدار بدون دور بهينه دنبال یافتن گراف جهت

[. این الگوریتم ابتدا گراف زمينه شبکه بيزین 97است] 21MMHC دسته الگوریتم

ها بدون جهت هستند را با استفاده از یک الگوریتم اكتشافي محلي به كه در آن یال

آورد. سپس با استفاده از روش جستجوی حریصانه مي به دست  26MMPC نام

گيرد. این الگوریتم ابتدا مجموعه والدین ها بهره مينوردی برای جهت دادن به یالتپه

نوردی یک جستجوی تپهكند ، سپس و فرزندان هر یک از متغيرها را مشخص مي

دهد. جستجو با یک گراف بيزی انجام مي هایشبکهحریصانه در فضای جستجوی 

. علاوه بر این ، افزودن یال، حذف یا تغيير جهت یال كه منجر به شودميتهي آغاز 

ازگشتي ب صورتبهنيز صورت گرفته و جستجو  شودميبيشترین امتياز گراف ساختار 

یابد. تفاوت مهم آن با روش جستجوی حریصانه استاندارد مي به طریق مشابه ادامه

 MMPC در این است كه جستجو تنها محدود به یالي است كه در گام اول توسط

از سایر   .شودميكشف شده است كه در صورت بهبود امتياز به گراف ساختار اضافه 

اشاره  H2PC[76 ] وRSMAX2 [26 ] هایتوان به الگوریتمهای این دسته ميروش

 .كرد

 های بیزینیادگیری ساختار در شبکه -3

ها برای برخورد با ترین روشریزی خطي یکي از متداولاستفاده از روش برنامه

ک در قالب ی موردنظرپي كامل است. در این روش ابتدا مسئله سازی انِمسائل بهينه

ریزی خطي صحيح مدل شده و سپس به یک مسئله خطي تعدیل مسئله برنامه

برای آن  آمدهدستبههای . سپس این مسئله خطي حل شده و از روی جوابشودمي

، cutting planesهایي نظير صفحات برشيیک جواب صحيح با استفاده از روش

سئله اصلي استخراج شاخه و تحدید و گردسازی قطعي و تصادفي برای م

  .[3و1]شودمي

های سازی مسئله یادگيری ساختار در شبکهترین چالش پيش رو برای مدلمهم

دسته  سه طوركليبهبيزین تعيين قيد بدون دور بودن گراف ساختار شبکه است. 

قيد یا محدودیت خطي برای اعمال بدون دور بودن گراف ساختار وجود دارد كه 

د خوشه، قيود ترتيب گسسته متغيرها و قيود ترتيب پيوسته كه در از: قيو اندعبارت

 .پردازیممي هركدامادامه به توضيح 

 قیود خوشه  -3-1
𝐶 زیرمجموعهیک  ⊆ 𝑉 ناميده  21دار یک خوشههای یک گراف جهتاز گره

های های بدون جهت فرق دارد. خوشه در گراف. این با مفهوم خوشه در گرافشودمي

دار صرفاً های جهتخوشه در گراف كهدرحاليبدون جهت یک زیرگراف كامل است 

ای مبتني بر این مشاهده هستند های گراف است. قيود خوشهیک زیرمجموعه از گره

 كم یک گره مانندبایست دستدار بدون دور، ميكه در هر خوشه از یک گراف جهت

𝑢  مجموعه والدین آن یعني كهطوریبهوجود داشته باشد 𝑆𝑢  .جدای از خوشه باشد

 تعریف بر بناتواند یادآوری این نکته ضروری است كه مجموعه والدین هر گره مي

ای تهي باشد و مجموعه تهي جدا از هر مجموعه دیگری است. قيود خوشه مجموعه

دار اولين بار توسط جاكولا و های جهتدر گراف 21بدون دور بودن برای اعمال

 .[ توسعه یافت2, 7[ معرفي شد و سپس توسط گاسن و بارتلت]71همکارانش]

𝑧𝑆𝑢 برای بيان این قيد متغير دودویي
كنيم كه مقدار آن برابر یک را معرفي مي 

باشد. با توجه به این تعریف محدودیت  𝑢 مجموعه والدین 𝑆 است اگر و تنها اگر

 :قيد خطي زیر بيان كرد صورتبهتوان خوشه تعریف شده در بالا را مي

(1) ∑

𝑢∈𝐶

∑

𝑆:𝑆∩𝐶=∅

𝑧𝑆𝑢
≥ 1,    ∀𝐶 ⊆ 𝑉 

 
های گراف است. افزون بر این ما نيازمند این مجموعه گره 𝑉 كه در آن  

ط توس راحتيبهقيد هستيم كه هر گره دقيقاً دارای یک مجموعه والدین باشد كه 

 :است بيانقابلقيد خطي زیر 

(1) ∑

𝑆∈ℱ𝑢

𝑧𝑆𝑢
= 1,    ∀𝑢 ∈ 𝑉 

 
بتوانند  اینکهاین دو مجموعه از قيود خطي روی مجموعه متغيرهای دودویي برای  

|𝑉| هكدرصورتيكند. گراف ساختار یک شبکه بيزین را نمایش بدهند كفایت مي =

𝑛   2باشد، تعداد قيود خوشه برابر
𝑛

بوده و بنابراین ساده نيست كه بتوان تمامي  

 تصوربهها آن درنتيجهی خطي اضافه كرد. قيد خطي در یک برنامه عنوانبهها را آن

 .شوندم شاخه و تحدید اضافه ميصفحات برشي در الگوریت

 ترتیب گسسته متغیرها  -3-2
های استفاده از مدل كردن ترتيب گسسته متغيرها برای یادگيری ساختار شبکه 

[ پيشنهاد شد. در هر ترتيب توپولوژیک از 1بيزین اولين بار توسط جيمز گاسنز ]

,𝑢) های گراف، اگرگره 𝑣)  بایستي گره آنگاهیالي از گراف باشد 𝑢 قبل از گره 𝑣 

 های یک گرافدانيم كه یک ترتيب توپولوژیک از گرهدر ترتيب ظاهر شود. ما مي

دار بدون دور باشد. معرفي یک ترتيب دار وجود دارد اگر و تنها اگر گراف جهتجهت

توان با استفاده از یک مجموعه متغير كمکي بيان كرد. برای ها را ميتوپولوژیک گره

𝐺 دارراف جهتگ = (𝑉, 𝐸)های، به ازای هر زوج مرتب از گره 𝑢 و 𝑣 متغير ،

 :كنيمزیر معرفي مي صورتبهرا  𝑜𝑢𝑣 ترتيب گسسته

(3) 𝑜𝑢𝑣 = {
1 𝑖𝑓 𝑢 𝑏𝑒 𝑏𝑒𝑓𝑜𝑟𝑒 𝑣 𝑖𝑛 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 𝑂.
0 otherwise

 

های گراف ترتيبي توپولوژیک باشد ما نيازمند ارائه از گره یک ترتيب کهاینبرای 

كه در قيد خوشه  طورهمانها و مجموعه والدینشان هستيم. یک سری قيود روی آن

است.  گونهاین نجایالازم بود كه هر گره دقيقاً یک مجموعه والد داشته باشد، در 

,𝑢 ، به ازای هر زوجدیگرعبارتبه 𝑣 ∈ 𝑉  مجموعه رئوس گراف یااز 𝑢 باید قبل از 
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𝑣 (𝑢 ≺ 𝑣) و یا 𝑣 بایستي قبل از 𝑢 در ترتيب توپولوژیک قرار بگيرد(𝑣 ≺ 𝑢)  كه

 :قيد خطي زیر بيان كرد صورتبهتوان این محدودیت را مي

(77) 𝑜𝑢𝑣 + 𝑜𝑣𝑢 = 1    ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

باشد به این معني كه نيز  23ها متعدیعلاوه بر این لازم است ترتيب توپولوژیک گره

𝑢 اگر ≺ 𝑣 و 𝑣 ≺ 𝑤 آنگاه 𝑢 ≺ 𝑤. قيد  صورتبهتوان این محدودیت را هم مي

 :خطي زیر بيان كرد

(77) 𝑜𝑢𝑣 + 𝑜𝑣𝑤 + 𝑜𝑤𝑢 ≤ 2    ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 

,𝑢) ، با توجه به تعریف ترتيب توپولوژیک، اگردرنهایت  𝑣)  ،یالي از گراف باشد

در ترتيب توپولوژیک باشد. این محدودیت را  𝑣 گرهقبل از  𝑢 بایستي گره آنگاه

 :توان در قالب قيد خطي زیر بيان كردمي

(72) ∑

𝑆∈ℱ𝑣:𝑢∈𝑆

𝑧𝑆𝑣
− 𝑜𝑢𝑣 ≤ 0    ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

,𝑢) آن است كه اگر یال توجهقابلنکته  𝑣)  ،آنگاهدر گراف وجود داشته باشد 

𝑧𝑆𝑢 یک متغير دودویي
𝑣 كه  ∈ 𝑆  است. قيد بالا  7وجود دارد كه مقدار آن برابر

𝑜𝑢𝑣 آنگاهباشد  گونهاینكند اگر تضمين مي = در ترتيب  𝑢 گره درنتيجهبوده و  1

از طرفي  خواهيم.است و این همان چيزی است كه ما مي 𝑣 توپولوژیک قبل از گره

,𝑢) دیگر اگر یال 𝑣)  ،اشته باشيمبایستي د آنگاهدر گراف وجود نداشته باشد: 

(79) ∑

𝑆:𝑢∈𝑆

𝑧𝑆𝑣
= 0 

با توجه به مطالب عنوان شده بالا، مجموعه قيود خطي مورد نياز برای مدل 

 :زیر است صورتبههای گراف كردن ترتيب گسسته گره

 

 

 

 

 

 

(72) 

∑

𝑆∈ℱ𝑢

𝑍𝑆𝑢
= 1,        ∀𝑢 ∈ 𝑉 

𝑜𝑢𝑣 + 𝑜𝑣𝑢 = 1        ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

𝑜𝑢𝑣 + 𝑜𝑣𝑤 + 𝑜𝑤𝑢 ≤ 2         ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 

∑

𝑆∈ℱ𝑣:𝑢∈𝑆

𝑧𝑆𝑣
− 𝑜𝑢𝑣 ≤ 0         ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

𝑧𝑆𝑢
∈ {0,1},        ∀𝑢 ∈ 𝑉, 𝑆 ∈ ℱ𝑢  

𝑜𝑢𝑣 ∈ {0,1}          ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

|𝑉| كهدرصورتي = 𝑛 ها تعدادباشد، مدل كردن ترتيب گسسته گره 𝑂(𝑛3) 

𝑛2 قيد خطي از نوع قيد  اضافه كرده و از تعداد − 𝑛 كند. متغير كمکي استفاده مي

تمامي  اینکهای است، آن را برای تعداد قيود خطي از مرتبه چندجمله كهیيازآنجا

 .كندقيود به ریشه درخت جستجو اضافه شوند مناسب مي

 ترتیب پیوسته متغیرها  -3-2 
برای ترتيب گسسته گفته شد، ترتيب پيوسته متغيرها نيز مبتني  آنچهمشابه  

سازی از مسئله دار است. این مدلهای گراف جهتتيب توپولوژیک از گرهبر یک تر

[ معرفي و توسط فراهاني و لاگرگرین 29اولين بار توسط پهارز و فرازنز پرنکف ]

[ مورد استفاده قرار گرفت. ترتيب توپولوژیک با استفاده از یک مجموعه از 72]

 ، متغير ترتيب پيوسته𝑢 نندشوند. به ازای هر گرهي مامتغيرهای كمکي بيان مي

𝑝𝑢  كه  𝑝𝑢 ∈ . حال، متغيرهای ترتيب پيوسته یک ترتيب شودميمعرفي   [0,1]

𝑝𝑢 كنند: اگربيان مي گونهایندار را های یک گراف جهتتوپولوژیک از گره < 𝑝𝑣  

های گراف قرار دارد. مانند در هر ترتيب توپولوژیک گره 𝑣 قبل از گره 𝑢 گره آنگاه

در بخش قبل بيان شد لازم است كه هر گره دارای تنها یک مجموعه والدین  آنچه

,𝑢) باشد. علاوه بر آن، اگر 𝑣) یالي از گراف باشد بایستي گره 𝑢 قبل از گره 𝑣  در

ترتيب توپولوژیک ظاهر شود. بنابراین مجموعه قيود خطي زیر لازم است به مدل 

 :اضافه شوند

(71) ∑

𝑆∈ℱ𝑣:𝑢∈𝑆

𝑧𝑆𝑣
− 𝑝𝑣 + 𝑝𝑢 < 1    ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

با این توضيحات مجموعه قيود خطي لازم برای فرموله كردن یک ترتيب پيوسته 

 :زیر است صورتبهاز متغيرها 

 ∑𝑆∈ℱ𝑢
𝑍𝑆𝑢

= 1,    ∀𝑢 ∈ 𝑉 

 ∑𝑆∈ℱ𝑣:𝑢∈𝑆 𝑧𝑆𝑣
− 𝑝𝑣 + 𝑝𝑢 < 1    ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

 𝑧𝑆𝑢
∈ {0,1},    ∀𝑢 ∈ 𝑉, 𝑆 ∈ ℱ𝑢 

 𝑝𝑢 ∈ [0,1]    ∀𝑢 ∈ 𝑉 

𝑛 تعداد متغيرهای كمکي اضافه شده در این حالت برابر اینکه توجهقابل  =

|𝑉|  است. تعداد قيود خطي نيز در این فرمولاسيون برابر است با:  

(76) 𝑂 (𝑛max
𝑢∈𝑉

|ℱ𝑢|) 

این كران روی تعداد قيود آن را برای این هدف كه تمامي قيود به ریشه درخت 

 .سازدميجستجو اضافه شوند را مناسب 

یادگیری ساختار با استفاده از روش گرد کردن  -4

 قطعی
سخت شامل آن دسته از مسائلي هستند -پيسازی تركيبياتي انِمسائل بهينه

حل كارآمدی وجود داشته باشد. بيشتر این ها راهرسد برای آنكه بعيد به نظر مي

مدل كرد.  ILPیا  97ریزی خطي صحيحیک مسئله برنامه صورتبهتوان مسائل را مي

ها مقادیر متغيرهای صحيح تنها یکي از دو مقدار صفر یا ، در بسياری از آندرواقع

با  یک مواجه هستيم.-ریزی صحيح صفریک است. بنابراین ما با یک مسئله برنامه

𝑥𝑖 قيود درواقعیک، ما -ریزی خطي صحيح صفرتعدیل یک مسئله برنامه ∈ {7,7}  

7 را به قيود خطي به شکل ≤ 𝑥𝑖 ≤ كنيم. با چنين تبدیلي ما یک تبدیل مي 7

ای قابل حل است. این ارتباط ریزی خطي داریم كه در زمان چندجملهمسئله برنامه

 ریزی خطيو برنامه (ILP 1-0) یک-ریزی خطي صحيح صفرتنگاتنگ ميان برنامه

(LP) سخت -پيكند تا بتوانيم برای مسائل انِاین امکان را برای ما فراهم مي

طي ریزی خهای تقریبي كارآمد طراحي كنيم. یک جواب شدني برای برنامهالگوریتم

یک جواب كسری برای مسئله اصلي تصور كرد.  صورتبهتوان تعدیل شده را مي

 97توپیک پلي عنوانبههای شدني برای یک سيستم از قيود خطي را مجموعه جواب

توجه به یک تابع خطي در یک  شوند. جستجوی یک جواب بهينه باشناخته مي

رسد زیرا ثابت شده است كه نقاط بهينه روی برخي توپ كاری دشوار به نظر نميپلي

يم توانسخت ما نمي-پيدر مورد مسائل انِ حالباایناند. شده توپ وقعاز رئوس پلي

س های بهينه دارای رئوتوپ تعریف كننده مجموعه جوابانتظار داشته باشيم كه پلي

تنها كاری كه لازم است انجام دهيم تبدیل جواب بهينه  درنتيجهصحيح باشند. 

ریزی خطي تعدیل شده به یک جواب بهينه صحيح نزدیک است. یک روش برنامه

طي ریزی خهای تقریبي با استفاده از برنامهاساسي برای به دست آوردن الگوریتم

و  شودميخطي شناخته  ریزیهمان چيزی است كه تحت عنوان گردسازی برنامه

 :آن شامل مراحل زیر است
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 .كنيمابتدا برنامه خطي تعدیل شده را حل مي .7

های صحيح كسری)ناصحيح( را به جواب آمدهدستبههای سپس جواب .2

 .كنيمتبدیل مي

 .كنيم كه جواب تابع حد خيلي افزایش نيابداطمينان حاصل مي .9

دو روش برای گرد كردن جواب حاصل از برنامه خطي تعدیل شده  طوركليبه 

گردسازی . 99و گردسازی تصادفي 92از: گردسازی قطعي اندعبارتوجود دارد كه 

های كسری به مقادیر صحيح ها برای تبدیل جوابترین روشقطعي یکي از سرراست

كه در راه برای گردسازی یک جواب كسری به یک جواب صحيح  ترینسادهاست. 

آن تمام مقادیر صفر یا یک هستند این است كه متغيرهایي با مقادیر نسبتاً بزرگ را 

قادیر م مثالعنوانبهسایر موارد دیگر را به صفر گرد كنيم.  كهدرحاليیک بگيریم 

تر یا مساوی بزرگ
7

2
تر از را به یک و مقادیر كم 

7

2
را به صفر گرد كنيم. روش دیگر  

گرد كردن جواب  یبراسازی تصادفي است. یک ایده معمول برای گردسازی، گرد

احتمالات است. در این صورت ما  عنوانبهبهينه كسری مشاهده مقادیر كسری 

اریب استفاده كرده و بر اساس آن  عنوانبهسکه با این احتمالات  پرتابتوانيم از مي

𝑥𝑖 اگر در جواب بهينه مثالعنوانبهگرد كنيم.  = 2/9 توانيم به دست آمد مي 

𝑥𝑖 تصور كنيم كه مقدار متغير گونهاین 7برابر یک و با احتمال  2/9با احتمال   −

2/9 =  .شودميبرابر صفر است. این ایده گردسازی تصادفي ناميده  7/9

ما در این بخش به شرح روش پيشنهادی یعني یادگيری ساختار با استفاده از 

پردازیم. ما ابتدا مسئله دسازی قطعي ميریزی خطي صحيح و گرروش برنامه

های خوشه ارائه شده توسط جاكولا و یادگيری ساختار را با استفاده از محدودیت

یک برنامه خطي مدل كرده و  صورتبه[ 2, 7[ و گاسن و بارتلت]71همکارانش]

 كه طورهمانكنيم. را توسط روش گردسازی قطعي حل مي آمدهدستبهسپس مدل 

𝐶 اره شد یک خوشهقبلاً اش 𝐺 دار و بدون دوراز گراف جهت  = (𝑉, 𝐸)  

گوید كه در هر خوشه های آن است. محدودیت خوشه به ما ميای از یالزیرمجموعه

جدای از  𝑆𝑢 وجود دارد كه مجموعه والدین آن یعني 𝑢 كم گرهي ماننددست 𝐺 از

𝑧𝑆𝑢 متغير دودویي تیمحدودخوشه هستند. برای بيان این 
زیر معرفي  صورتبهرا  

 .باشد  𝑢 مجموعه والدین 𝑆 كنيم كه مقدار آن برابر یک است اگر و تنها اگرمي

(71) 𝑧𝑆𝑢
= {

1   if 𝑆 be parent set of 𝑢
0 otherwise

 

يد ق صورتبهتوان با توجه به این تعریف قيد خوشه تعریف شده در بالا را مي

 :خطي زیر بيان كرد

(71) ∑

𝑢∈𝐶

∑

𝑆:𝑆∩𝐶=∅

𝑧𝑆𝑢
≥ 1,    ∀𝐶 ⊆ 𝑉 

𝑉 كه در آن های گراف است. افزون بر این ما نيازمند این مجموعه گره 

 راحتيبهمحدودیت هستيم كه هر گره دقيقاً دارای یک مجموعه والدین باشد كه 

 :است بيانقابلتوسط قيد خطي زیر 

(73) ∑

𝑆∈ℱ𝑢

𝑧𝑆𝑢
= 1,    ∀𝑢 ∈ 𝑉 

 اینکهاین دو مجموعه از قيود خطي روی مجموعه متغيرهای دودویي برای 

 كنيد كند. فرضبتوانند گراف ساختار یک شبکه بيزین را نمایش بدهند كفایت مي

𝑐𝑆𝑢
صورت، با توجه به  باشد. در این 𝑆 با مجموعه والدین 𝑢 گره BIC امتياز محلي 

زی خطي صحيح برای مسئله یادگيری ریمطالب عنوان شده بالا مدل كامل برنامه

 :زیر است صورتبهساختار 

 

 

 

(27) 

maximize ∑

𝑢∈𝑉,𝑆∈ℱ𝑢

𝑧𝑆𝑢
. 𝑐𝑆𝑢

subjectto ∑

𝑆∈ℱ𝑢

𝑧𝑆𝑢
= 1, ∀𝑢 ∈ 𝑉

∑

𝑢∈𝐶

∑

𝑆:𝑆∩𝐶=∅

𝑧𝑆𝑢
≥ 1, ∀𝐶 ⊆ 𝑉

𝑧𝑆𝑢
∈ {0,1},    ∀𝑢 ∈ 𝑉, 𝑆 ∈ ℱ𝑢

 

 :زیر است صورتبهنسخه تعدیل شده برنامه خطي بالا نيز 

 

 

 

(27) 

maximize ∑

𝑢∈𝑉,𝑆∈ℱ𝑢

𝑧𝑆𝑢
. 𝑐𝑆𝑢

subjectto ∑

𝑆∈ℱ𝑢

𝑧𝑆𝑢
= 1, ∀𝑢 ∈ 𝑉

∑

𝑢∈𝐶

∑

𝑆:𝑆∩𝐶=∅

𝑧𝑆𝑢
≥ 1, ∀𝐶 ⊆ 𝑉

0 ≤ 𝑧𝑆𝑢
≤ 1,    ∀𝑢 ∈ 𝑉, 𝑆 ∈ ℱ𝑢

 

روش پيشنهادی ما برای حل مسئله یادگيری ساختار به این صورت است كه 

 مكنيكنيم. فرض ميرا حل مي آمدهدستبهابتدا نسخه تعدیل شده برنامه خطي 

𝑧𝑆𝑢
∗ عداد ت اینکهباشد. با فرض  آمدهدستبهبخشي از جواب بهينه كسری  عنوانبه  

باشد، در قيود دسته اول كه مربوط به مجموعه والدین هر گره است،  𝑛 متغيرها برابر

2به ازای هر متغير تعداد 
𝑛−1

مجموع  كهیيازآنجامجموعه والد كاندید وجود دارد و  

𝑧𝑆𝑢 متغيرهای
ير كم یک متغكه دست شودميبایستي برابر یک باشد، لذا ضمانت  

2تر یا مساویدارای مقدار بزرگ
𝑛−1

 .وجود دارد  

به این صورت  آمدهدستبهپس روش پيشنهادی برای گرد كردن جواب كسری 

تر یا مساوی است: اگر مقدار آن بزرگ
7

2
𝑛−1  گرد كرده و باشد آن را به مقدار یک 

𝑆𝑢  مجموعه والدین گره عنوانبهرا 𝑢 گيریم و در غير این صورت مقدار مي در نظر

یا  تربيش از یک متغير با مقدار بزرگ كهدرصورتيكنيم. آن را به صفر گرد مي

مساوی 
7

2
𝑛−1 كنيم كه مجموعه وجود داشته باشد، تنها مقداری را به یک گرد مي

های تعداد نسبت به سایر متغيرها باشد. زیرا در یادگيری شبکه ترینوالدین دارای كم

نباط روی های استبيزین بيشتر به دنبال ساختار با پيچيدگي كمتر هستيم تا روش

ها بتوانند در زماني مناسب اجرا شوند. همچنين، قيود دسته دوم فاقد دور بودن آن

قيود دسته اول را در خود دارند.  نوعيبهها كنند زیرا آنگراف ساختار را ضمانت مي

اقد آوریم كه فبا گرد كردن قطعي به یک گراف ساختار معتبر به دست مي درنتيجه

 .دهدشبه كد روش پيشنهادی را نشان مي 7دار است. الگوریتم هرگونه دور جهت

حل شده و سپس در حلقه  27خطي  برنامه 7ابتدا در خط ، 7در الگوریتم     

، با استفاده از قاعده گرد كردن قطعي شرح داده شده در 9الي  2مربوط به خطوط 

الي  1. نهایتاً و در خطوط شودميبالا، مجموعه والدین مربوط به هر متغير مشخص 

 .گيردشکل مي موردنظرهای گراف ساختار با افزودن یال 77

یزی رهای مبتني بر برنامهعمده روش پيشنهادی در مقایسه با سایر روش مزیت

كه اشاره شد در حال حاضر  گونههمانپذیر بودن آن است. خطي صحيح مقياس

تواند ریزی خطي صحيح است ميبهترین روش یادگيری دقيق كه مبتني بر برنامه

این در حالي است كه در متغير را فرا بگيرد.  277در عمل ساختارهایي تا حداكثر 

اریم د سروكارهایي ماتيک با شبکهردر حوزه بيوانفو خصوصبهكاربردهای واقعي و 

هست كه  اینجارسد و ها و حتي صدها هزار نيز ميهای آن بعضاً به دهكه تعداد گره

است. علاوه بر این در یادگيری دقيق ما  غيرممکنهای دقيق عملاً روش كارگيریبه

مواجه هستيم كه خود مشکلي عمده در تعميم مدل به  92بيش برازش با پدیده

های ارائه مرز كار ما را با سایر روش آنچههای دنيای واقعي است. به هر ترتيب داده
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آوری ترین نومهم درواقعپذیری آن است. كند در درجه اول مقياسشده مشخص مي

های بيزین است كه قادر به هاین مقاله ارائه روشي برای یادگيری ساختار در شبک

 .های بسيار بزرگ در زمان و كيفيت قابل قبول استحل نمونه

 نتایج تجربی -5
در این بخش ما به ارائه نتایج تجربي حاصل از مقایسه روش پيشنهادی خود با 

های بيزین تعبيه دو روش دیگر روی هشت مجموعه داده گرفته شده از مخزن شبکه

 .پردازیمگسترش یافته است مي R كه در bnlearn افزارینرم شده در بسته

 هاتنظیم آزمایش -5-1

زیر است: ما یک شبکه  صورتبهها های مورد استفاده در آزمایشمجموعه داده 

گره(، یک شبکه بزرگ  17تا  27گره(، سه شبکه متوسط )بين  27از  كمتركوچک )

ایم. گره( و یک شبکه حجيم )بيش از هزار گره( را انتخاب كرده 777تا  17)بين 

دهد. ما های انتخاب شده را نشان ميجزئيات اطلاعات مربوط به شبکه 7جدول 

نمونه آموزشي در نظر  77777ها را شامل برای هر شبکه یک نمونه تصادفي از داده

 .ایمگرفته

 تحلیل نتایج  -5-2

[ و الگوریتم یادگيری 71نوردی ]ما روش پيشنهادی خود را با دو الگوریتم تپه 

سازی و ارائه شده است، مقایسه پياده Gobnilp 91افزاری[ كه در بسته نرم7دقيق ]

حات تفاده از روش صفایم. الگوریتم اخير روشي مبتني بر امتياز بوده كه با اسكرده

ریزی خطي صحيح ما را برای یافتن جواب دقيق حل همان مدل برنامه 96برشي

سط هر تو آمدهدستبه نهيشيبكند. برای مقایسه این سه روش جستجو، ما امتياز مي

م ایالگوریتم را به همراه زمان صرف شده برای به دست آوردن این جواب گزارش كرده

ها روی یک منعکس شده است. تمامي آزمایش 9و  2 ولاكه نتایج آن در جد

 .اندبا هشت مگابایت حافظه اصلي اجرا شده corei7 وتريكامپ

گيری عملکرد مقياس اندازه عنوانبهو زمان اجرا  BIC امتياز ما از كيفيت شبکه  

نهادی كه الگوریتم پيش دهدمينشان  آمدهدستبهایم. نتایج ها استفاده كردهالگوریتم

ج كه نتای بيترتنیابه. شودميما منجر به ارائه نتایجي مناسب در زماني مناسب 

د كننوردی غلبه ميزماني بر هر دو روش یادگيری دقيق و تپه ازلحاظ آمدهدستبه

 شده اگرچه با روش یادگيری دقيق فاصله معناداری فراگرفتهو به لحاظ كيفيت شبکه 

نوردی است. در كاربردهای دنيای واقعي تقریباً نزدیک به روش حریصانه تپهدارد اما 

هایي سروكار داریم كه در آن تعداد متغيرها بيوانفورماتيک ما با نمونه خصوصبه

های دقيق برای حل مسئله در زمان قابل قبول روش كارگيریبهبسيار بزرگ بوده و 

ق های دقيرچه به لحاظ كيفي با جوابتقریباً ناممکن است. روش پيشنهادی ما اگ

فاصله دارد اما قادر است مسائل با اندازه بسيار بزرگ را در زمان قابل قبول حل نماید 

های نادقيق و ابتکاری قابل رقابت هایي ارائه كند كه با سایر روشجواب حالدرعينو 

 .باشد

 های تجربيمورد استفاده برای انجام آزمایشهای بيزین مشخصات شبکه -7 جدول

بیشینه تعداد  هاتعداد یال تعداد متغیرها شبکه بیزین   

 والدین هر گره

تعداد 

 پارامترها

ASIA 1 1 2 71 
INSURANCE 21 12 9 312 

MILDEW 91 26 9 127717 

ALARM 91 26 2 173 

HAILFINDER 16 66 2 2616 

DIABETES 279 672 2 223273 

PIGS 227 132 2 1671 

MUNIN 7727 7931 9 17132 

 هاها روی مجموعه دادهمقایسه امتياز روش پيشنهادی با سایر الگوریتم -2 جدول

نوردی حریصانهتپه یادگيری دقيق مجموعه داده     روش پيشنهادی 

ASIA 22623,61 22623,61-  22192,72-  

INSURANCE 792169,17-  792771,37-  762992,22-  

MILDEW 262627,22-  179161,97-  619237,17-  

ALARM 776217,27-  771716,9-  771922,29-  

HAILFINDER 212922,97-  231371,2-  129921,27-  

DIABETES 269121,27-  219922,1-  972216,26-  

PIGS 971927,29-  921732,17-  962312,11-  

MUNIN  29116,77-  92371,29-  91722,61-  

 ها روی مجموعهبا سایر الگوریتم مقایسه زمان اجرای روش پيشنهادی -9 جدول

 هاداده

  روش پيشنهادی   نوردی حریصانهتپه  یادگيری دقيق   مجموعه داده

ASIA   2,67s   7,72s   7,77s  

INSURANCE   9,17s   7,21s   7,71s  

MILDEW   72,99s   7,97s   7,21s  

ALARM   27,22s   7,93s   7,21s  

HAILFINDER   61,27s   7,63s   7,96s  

DIABETES   921227s   2117s   9217s  

PIGS   912721s   9367s   9762s  

MUNIN   7216911s   231677s   229721s  

 گیری و کارهای آتینتیجه    -6
ریزی خطي را برای حل ین مقاله یک روش گردسازی قطعي مبتني بر برنامها

دهد. روش پيشنهادی ابتدا های بيزین ارائه ميمسئله یادگيری ساختار در شبکه

یک برنامه خطي صحيح مدل و سپس آن را به  صورتبهمسئله یادگيری ساختار را 

ه، برنامه خطي تعدیل شدكند. سپس با حل ریزی خطي تعدیل ميمسئله برنامه یک

را با استفاده از روش معرفي شده گردسازی قطعي به  آمدهدستبههای كسری جواب

های حاصل از انجام آزمایش آمدهدستبهكند. نتایج های صحيح تبدیل ميجواب

پيشنهادی در كنار برتری زمان دهد كه روش ها نشان ميتجربي روی مجموعه داده

Algorithm 1: Learning the structure via deterministic rounding 

Input: Variables 𝒳 = {𝑋1, … , 𝑋𝑛} and dataset 𝒟 on 𝒳.  

Output: A Bayesian network structure 𝐺 

1. Solve LP program 21 to obtain an optimal fractional solution 𝑧∗. 

2. for 𝑢 ∈ 𝒳 do 

3.        𝑝𝑎(𝑢) = ⋃𝑆∈ℱ𝑢
{𝑧𝑆𝑢

∗ ≥
1

2𝑛−1}   

4. end 

/* Construct the structure 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ∗/ 

5. for 𝑖 ← 1  to 𝑛 do 

6.       Create node 𝑋𝑖   

7.        for 𝑋𝑗 ∈ 𝑝𝑎(𝑋𝑖)  do 

8.              add directed edge (𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) to the 𝐸  

9.        end 

10. end 

11. return 𝐺 
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های نيز با روش BIC معيار امتياز برحسبشبکه فراگرفته شده اجرا از نظر كيفيت 

  .برتر موجود قابل رقابت است

برای  تركار آتي ارائه كراني دقيق عنوانبهیک پيشنهاد برای توسعه این روش 

ریزی خطي است. توسط مدل برنامه آمدهدستبههای كسری گرد كردن جواب

های ساختاری نظير هایي با محدودیتههمچنين توسعه این روش برای یافتن شبک

 عنوانبه 91يرأسمحدودیت روی تعداد والدین هر گره و یا محدودیت اندازه پوشش 

 .شودميكار آتي پيشنهاد 
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Abstract 

  

Bayesian networks are one of the most widely used probabilistic graphic models used to represent a 
probability distribution and have a wide variety of applications in artificial intelligence, data mining, 
and machine learning. One of the most important issues in these networks is the problem of learning 
structure from data. In general, structured learning methods are divided into three categories: 
constraint-based, score-based, and hybrid. In this paper, we present a new score-based method for 
learning a Bayesian network from data, which is based on the deterministic rounding method in 
linear programming. The proposed method first models the structure learning problem as an integer 
linear program and then relax it to a linear programming problem. Then, by solving the relaxed linear 
program, it converts the obtained fractional answers into integer answers using the introduced 
deterministic rounding method. 
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