
 رایانش و فناوری اطلاعاتوم لع

 انجمن كامپيوتر ایران نشریه علمي

 7931 ،2 شماره ،71 مجلد

 45 -57 صفحات

 مقاله عادی
  

 

 

 بر  یها مبتنگراف یکریختی یصتشخ مسئلهجهت  یابتکار یتمیالگور

  از مرکز گراف یدور

 *2چک يه، سم7نوراله يعل

 29/29/33، پذیرش: 71/22/33، بازنگری: 77/72/13نویسنده مسئول، دریافت: *

  ، ایران، تهرانیيرجا يدشه يردب تربيت دانشگاه يوتر،كامپ يمهندس دانشکده ،يوتركامپ يمهندس یار،استاد 7
 ، ایران، تهرانیيرجا يدشه يردب تربيت دانشگاه ،يوتركامپ يمهندس دانشکده ،يوتر كامپ يمهندس، ارشد يكارشناس یدانشجو 2

 

  چکیده

حل مشخص نيست. راه NP-Completeیا  Pمشخص است ولي تعلق آن به  NPتعلق آن به كلاس  فقطپيچيدگي محاسباتي است كه  ازلحاظها از مجموعه مسائل باز یکریختي گراف مسئله

محسوب  7های ابتکاریجزو الگوریتم مسئلهای برای این های چندجملهالگوریتم رونیازاباشد. پردازی فراهم ميای هنوز ناشناخته است و لذا زمينه برای تحقيق و ایدهدر زمان چندجمله مسئله

كد تهشود كه گراف ورودی را به یک رشپردازد. الگوریتمي پيشنهاد ميروش ابتکاری جدید ميهای تعيين یکریختي دو گراف متناهي با یکدیگر و ارائه یک شوند. این مقاله به بررسي راهمي

گوریتم شود. زمان اجرای این التشخيص داده مي هاآنشوند و یکریختي یا عدم یکریختي ميان مقایسه مي باهمكدهای آن دو گراف مقایسه دو گراف رشته یجابهكند و سپس پرانتزی تبدیل مي

O(𝑛𝑒) باشد كه در آن مي𝑛  گراف و  هایرأستعداد𝑒 قرار  "5و بدون برچسب 4، همبند9ساده"های برای گراف "2گذاری كانونيبرچسب" هایهای گراف است و در دسته الگوریتمتعداد یال

 شود. تشخيص داده مي يدرستبه 1های غيریکریخت، عدم یکریختي ميان گراف%33سازی این الگوریتم و بررسي نتایج آن مشخص شد كه با عملکرد صحيح بيشتر از دارد. بعد از پياده

 یابتکار یتمگراف ساده همبند، الگور ي،كانون یگذاربرچسب ی،اچندجمله یتم، الگورگراف یکریختي  :کلیدی کلمات

 

 

 مقدمه  -1
هستند. گراف  هاآن يمو مفاه يااش یشنما یقدرتمند برا یاداده ساختمانها گراف

 يباشد؛ مجموعه غير تهياست كه شامل دو مجموعه م يداده غيرخط یک ساختمان

 يباتترك یجاد. با اكننديرا به هم متصل م هارأسها كه از یال یاو مجموعه هارأساز 

از گراف دست  يمتفاوت یهابه شکل هاآنبه  لمتص هاییالها و مختلف از گره

ا داد و ب یشها نمابه كمک گراف توانيرا م يواقع يایائل دناز مس ي. برخیابيميم

 گراف لهيوسبهكرد.  يفرا توص يااش ينآن ارتباط ب هاییالو  هارأساستفاده از 

. داد یشدرک از مسائل را افزا يزانكرد و م سازیيهشب يخوببهرا  مسئله توانيم

 و، پيوندهای شيميایي هاداده یگاهپا ي،اجتماع یهاامروزه اطلاعات مربوط به شبکه

ها رافتوسط گ طورمعمولبهدارند كه  يبه استفاده از ساختار بزرگ يازن شناسيیستز

 هاآن شده كه حجم يدتول یهاداده ین،. علاوه بر ا]4-7[شونديداده م یشنما

 قابل توجه یهادارند؛ نمونه يازن وتحليلتجزیهاست به  یشدر حال افزا مرورزمانبه

ست ا سالچندین ژنوم كه  يراًتعامل و اخ یهاشبکه ين،و پروتئ يمولکول یساختارها

 ين،با پروتئ ينتعامل پروتئ ي[، از طرف5]شوديارائه م هایهاز پا یارشته عنوانبه

 يعصب یهاشبکه نویسي،اتصال فاكتور رو يک،تعامل متابول ين،و پروتئ DNAتعامل 

 يولوژیکيو ب يميایيش یاز ساختارها ياری. بس[1قابل درک هستند] یقطر یناز ا

ساختار  یکمثال  ی، برا[1]هستند یسازها قابل مدلگراف صورتبه يراحتبه

آن با  هاییالها و آن با اتم یهاگراف دانست كه گره یک توانيرا م يمولکول

فعال در  يانجمن علم ير،اخ یهامطابقت دارند. در سال يميایيش يوندهایپ

ها توجه به مبحث گراف [1]يوتركامپ ينایيالگو و ب يصالگو، تشخ يلتحل هایينهزم

رابر ب ها چندبر گراف يمبتن یكاربرد یهانشان داده و به دنبال آن برنامه يشتریب

 اند.شده

 اهمب یساختار ازلحاظهستند كه  یيهاگراف یکریختگراف دو گراف  یتئور در

 ر باشد.براب باهمها در هر دو گراف گره ياناتصال م یالگو گریدانيببهباشند  یکسان



   41                               (ی)مقاله عاد گراف مركز از دوری بر مبتني هاگراف یکریختي تشخيص مسأله جهت ابتکاری الگوریتمي: چک .س نوراله،. ع

 

 ينياست كه هدف آن تع گيریيممسائل تصم ازجملهگراف  یکریختي مسئله

 سئلهم یناست.  ا يارتباط یتوپولوژ ازلحاظ ينبودن دو گراف متناه یابودن  یکسان

ده نش یافت یاچندجمله یتمآن الگور یاست كه هم برا یتمياز معدود مسائل الگور

در مجموعه  روازایناست،  NP-Completeثابت نشده جزو مسائل  ینکهو هم ا

 [. 3قرار دارد] NPمسائل 

تار ساخ ي،اجتماع یهاشبکه یر،پردازش تصو هایينهدر زم یکریختي تشخيص

 ناسيشیستز ين،پروتئ وتحليلتجزیهها، ژن بندیيمتقس يميایي،ش يوندهایپ

 يراحخاص ط یتوپولوژ یک یكه برا یمواز هاییتمو نگاشت الگور يمولکول -يسلول

 . ]72-72[دارد یابرجستهنقش  یگر،د یتوپولوژ یک به اندشده

متفاوت مطرح  یهاو با روش يشدهه پ یناز چند يشنهادیپ هاییتمالگور

 تنقاط قوادامه دارد.  يشنهادها، روند ارائه پمسئلهاند و با توجه به باز بودن شده

چيدگي پيباشد؛ تعيين پيچيدگي و مجموعه گراف ورودی ميالگوریتم پيشنهادی در 

گيری شده در حين اجرای الگوریتم های موجود بر اساس زمان اندازهزماني الگوریتم

 الگوریتم پيشنهادی دارای كهدرحالي است شدههای تصادفي تعيين ورودی گراف و با

همچنين ميزان صحت عملکرد  باشد.زمان و فضا مي ازنظرپيچيدگي قطعي 

های مشخص شده از سوی های موجود بر اساس مجموعه بزرگي از گرافالگوریتم

كه در الگوریتم پيشنهادی در این مقاله صحت عملکرد بر  است شدهطراحان اعلام 

دازه های با اناز گراف یارمجموعهیزو های موجود با اندازه كوچک روی كليه گراف

 شود.بيان مي تربزرگ

ن بدو یهاگراف یکریختي مسئلهحل  یبرامقاله  یندر ا یابتکار یتمالگور

 تمیالگور یکو ارائه  نيزما يچيدگيكه هدف آن كاهش پ شوديم يشنهادبرچسب پ

دون ب یهادر گراف یکریختي ييناست. تع آمدهدستبه یجبا بهبود نتا یاچندجمله

 یراها بگره یرابالا است ز يزمان يچيدگيپ یدشوار و دارا ياربس یندیبرچسب فرآ

 یراب يشنهادیپ یتم. الگوريستندوزن ن یدارا یگر،د یهاخود از گره یتهو يصتشخ

مقاله  ینشده است. در ادامه ا يطراح يبدون برچسب تصادف هایرافگ یاجرا بر رو

مرتبط  یكارها يبه بررس 9، در بخش 2در بخش  يازمورد ن یفپس از ارائه تعار

شامل ارزیابي  5و بخش  يشنهادیپ یتمالگور یمقاله حاو 4. بخش شوديپرداخته م

   پژوهش ذكر خواهد شد. ینا یجنتا 1است و در آخر در بخش  عملکرد آن

 تعاریف مورد نیاز -2
های دو گراف ها، یک نگاشت دوسویه ميان مجموعه رأسیکریختي در نظریه گراف

در گراف اول مجاور هستند اگر و فقط اگر نگاشت آن  رأسكه هر دو طوریاست؛ به

یک و پوشا( ميان بهدر گراف دوم هم مجاور باشند. این نگاشت دوسویه )یک رأسدو 

شود. بنابراین های دو گراف نيز توصيف مي، با حفظ نگاشت ميان یالهارأس

 ساختار دو گراف است.یکریختي، نگاشت دوسویه ميان 

𝐺فرض كنيد  = (𝑉, 𝐸)  و𝐺′ = (𝑉′, 𝐸′) هایي به ترتيب با مجموعه گراف

یکریخت هستند اگر  ′𝐺و  𝐺باشند،  ′𝐸و  𝐸های و مجموعه یال ′𝑉و  𝑉 هایرأس

:𝑓 پوشا و یک به یک نگاشتو تنها اگر  𝑉 → 𝑉′  و𝑔: 𝐸 → 𝐸′  وجود داشته باشند

𝑒 كه به ازای هرطوریبه = (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)  كه در آن𝑒 ∈ 𝐸 :بتوان نتيجه گرفت ،

𝑔(𝑒) = (𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑗))  كه در آن𝑔(𝑒) ∈ 𝐸′. 

به بيان ساده تشخيص یکریختي ميان دو گراف به این معناست كه آیا دو گراف، 

ساختار توپولوژیک یکسان دارند؟ در صورت وجود یکریختي ميان دو گراف، آن دو 

𝐺عبارت گویند و آن را با گراف را یکریخت مي ≅ 𝐺′ دهند.نشان مي 

آن یک مسير وجود داشته باشد را گراف  رأسگرافي كه در آن بين هر دو 

در نظر گرفته  7مجاور در یک گراف عدد  رأسنامند. اگر فاصله هر دو همبند مي

با  رأسفاصله بين این دو  نیتركوتاهاز گراف  𝑣و  𝑢 رأسشود آنگاه برای هر دو 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝑣) شود. در یک گراف همبند نشان داده مي𝐺 = (𝑉, 𝐸)  مقدار خروج از

𝑣 رأسمركز برای هر  ∈ 𝑉 رأسدر گراف نسبت به  رأسی دورترین برابر با فاصله 

𝑣 شود كه با عبارت تعریف مي𝑒𝑐𝑐(𝑣) 1 دهند. به بيان دیگرنمایش مي 

∀𝑣 ∈ 𝑉: 𝑒𝑐𝑐(𝑣) = 𝑚𝑎𝑥
𝑢∈𝑉

{𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑣, 𝑢)}. 

 𝑒𝑐𝑐شود برابر با بيشترین مقدار نشان داده مي 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)ا قطر یک گراف كه ب

نشان داده  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠(𝐺)و شعاع یک گراف كه با  آن گراف است هایرأسروی همه 

 آن گراف است. به بيان دیگر  هایرأسروی همه  𝑒𝑐𝑐شود برابر با كمترین مقدار مي
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥

𝑢,𝑣∈𝑉
{𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝑣)}, 

𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛
𝑢,𝑣∈𝑉

{𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢, 𝑣)}. 

را دارند محيط گراف و مجموعه رئوسي كه  𝑒𝑐𝑐مجموعه رئوسي كه بيشترین 

شوند و به ترتيب با را دارند مركز گراف ناميده مي  𝑒𝑐𝑐كمترین 

𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑚𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒(𝐺)  و𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒(𝐺) شوند. به بيان دیگرنشان داده مي 

𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑚𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒(𝐺) = {𝑣: 𝑒𝑐𝑐(𝑣) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)}, 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒(𝐺) = {𝑣: 𝑒𝑐𝑐(𝑣) = 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠(𝐺)}. 

های یکسان باشند گراف  𝑒𝑐𝑐هایي كه در آن همه رئوس دارای مقدار گراف

 .]79[شوندناميده مي 1خودمركز

 گذاریبرچسبها بر اساس ها، گروهي از الگوریتمیکریختي گراف مسئلهدر 

رچسب ب کیاختصاص  معنای به گراف کی كانوني. برچسب زدن اندارائه شده يكانون

قط اگر و فگراف یکریخت هستند كه دو  یااست به گونه رأسمنحصر به فرد به هر 

در ادامه دو  .داشته باشد يهمخوان یکدیگربا  از دو گراف آمدهدستبهاگر برچسب 

 شود.داده ميرا شرح  ]74[يبرچسب زدن كانون یهااز روش يدسته اصل

یا گراف استفاده كرده كه یک  رأسبندی اول از یک تابع با ورودی در دسته

یا گراف مربوطه خروجي  رأسمقدار مشخص )برچسب كانوني( به ترتيب برای 

 هایرأستوان یک تابع كدگذاری كانوني دودویي بر روی دهد. برای مثال ميمي

 گراف ایجاد كرد.

لغوی برچسب تمامي  یسازمرتبدی دوم از یک مقدار ثابت برای بندر دسته

كند. برای مثال ليست درجه مربوط به همسایگان یک گراف استفاده مي هایرأس

بر روی آن  رأسبرچسب كانوني  عنوانبهرا در نظر گرفته و سپس  رأسیک 

 رأس ای هردهد. در روشي دیگر از خصوصيت دنباله فاصلهسازی انجام ميمرتب

الگوریتم پيشنهادی در این مقاله جزو  كند.استفاده مي رأسبرچسب  عنوانبه

 شود.بندی دوم محسوب ميدسته

 کارهای مرتبط -3

 چهاردر  Karp ها جزو  مسائل باز است كه اولين بار توسطیکریختي گراف مسئله

در  هارأساگر تعداد  .]3[مهم به آن اشاره شده است مسئلهک ی عنوانبهقبل  دهه

ز ا رأسمتناظر ميان دو گراف، لازم است یک  رأسباشد برای تعيين دو  𝑛هر گراف 

دیگری از گراف اول با  رأساز گراف دوم مقایسه شود و سپس  رأس 𝑛گراف اول با 

𝑛 − دهد زمان اجرای یک دیگر قابل تناظر است و این روند نشان مي رأس  1

ای برای یکریختي است. هيچ الگوریتم چندجمله   𝑂(𝑛!)جستجوی جامع برابر 

ای نيز شده كه هيچ الگوریتم چندجمله و حدس زده گراف شناخته نشده است

بيماری یکریختي "ای با عنوان مقاله 7311در سال  وجود داشته باشد؛ تواندينم

وریتم كه هيچ الگ یامسئله عنوانبهیکریختي گراف را  مسئله منتشر شد كه "گراف

 .]75[ای در آینده برای آن وجود نخواهد داشت مطرح كردچندجمله

الگوریتم منتشر شده در این زمينه وجود دارد  صدکیحداقل بيش از  ازآنجاكه

 در ادامه به چند رونیازاجامع، ممکن نيست  صورتبه مسئلهبررسي پيشينه این 

 شود:یکریختي گراف اشاره مي مسئلههای حل ترین روشروش از معروف

 ها و یکریختي گراف مسئلهحل ترین راهگذاری كانوني، متداولروش برچسب

ها ترین روش شناخته شده برای تشخيص یکریختي ميان درختبهينه

گذاری مجدد . در این روش یک رویه بر روی گراف ورودی، برچسب]71[است
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های یکریخت خود خروجي یکسان داشته كه با گراف یاگونهبهدهد انجام مي

كانوني كارآمد وجود داشته باشد  زدن برچسبیک روش  كهيهنگامباشد. 

م، سازیتوان از الگوریتم مرتبمي یا درخت متعادل برای  سازی 3دره

 ها استفاده كرد.در یک مجموعه بزرگ از گراف های یکریختجداكردن گراف

 كه در ده سال گذشته بر روی انواع مختلف گراف  72روش قدم زدن كوانتومي

های متفاوت در بهترین حالت به مطرح شده و توانسته است با طرح الگوریتم

. محققان با آخرین تغييرات ایجاد ]71[دست یابد O(𝑛6)پيچيدگي زماني 

 رصدد صداند به نتایج روی كوانتومي توانستهشده بر روی الگوریتم پياده

این  ضعفنقطههای ساده برسند. تنها صحيح برای تشخيص یکریختي گراف

 های منظم نشان داده شده است.روش، تشخيص یکریختي گراف

 یکریختي با  مسئلهطه ميان كه به راب 77های خودریختبندی گرافروش گروه

تا حال حاضر تحت مطالعه و  7337 پردازد، از سالخودریختي گراف مي

 باشد.بررسي مي

یابيم كه موجود درمي یهاحلراهبا تحقيق و بررسي بر روی تاریخچه 

در دو گراف و به همراه آن اعمال  رأس، شامل تثبيت یک هاآنآميزترین موفقيت

 .]71[تثبيت نشده است هایرأسعه تغييرات بر روی مجمو

ترین الگوریتم برای تشخيص یکریختي گراف دارای پيچيدگي زماني سریع

𝑒𝑂(√𝑛 log 𝑛) های خاصي از گراف دارای الگوریتم . تنها كلاس]73[است

 طور نمونه:باشند، بهیکریختي گراف مي مسئلهای برای حل چندجمله

 22[های مسطحگراف[ 

 27[محدودهای با درجه گراف[ 

 22[هادرخت[. 

 الگوریتم پیشنهادی -4

قطعي تشخيص داد  طوربهتوان یکریختي دو گراف را در روش كدگذاری زماني مي

 اگر و فقط اگر:

  غيریکریخت، كدهای متفاوتي توليد شود. گراف دوبرای هر 

 .برای هر دو گراف یکریخت، كدهای یکساني توليد شود 

 گيری قطعيمثبت حداكثری، هنوز امکان تصميمدر این مقاله با وجود نتایج 

 است.  یکریختي محقق نشده مسئلهدر مورد 

كند در گراف عمل مي رأسهر  𝑒𝑐𝑐 الگوریتم بر اساس مقدار خروج از مركز یا

 𝑒𝑐𝑐كند كه در هر لایه، هایي تقسيم ميگراف را به لایه هایرأسو مطابق آن، 

های با بيشتر به سمت لایه 𝑒𝑐𝑐های با یکسان است. روند الگوریتم از لایه هارأس

𝑒𝑐𝑐  مجاور داخل هر لایه عمليات  هایرأس. در هر مرحله ابتدا رودپيش ميكمتر

انتقال كد پرانتزی را ميان خود انجام داده، سپس در درون لایه مجاور خود كه دارای 

𝑒𝑐𝑐 دهند. حلقه اصلي عمليات انتقال كد را ادامه ميباشند یک واحد كمتر مي

باشد كه در درون آن عمليات كد گذاری شامل بندی گراف ميالگوریتم عمليات لایه

 مراحل زیر است:

به همسایگان خود كه دارای همان مقدار  𝑒𝑐𝑐با بالاترین  رأسانتقال كد هر 

𝑒𝑐𝑐  باشند و سپس انتقال كد با بالاترین مقدار𝑒𝑐𝑐  با مقدار  هایرأسبه𝑒𝑐𝑐  كه

 یک واحد كمترند.

 صعودی و بر اساس ترتيب لغوی صورتبهسازی كدهای دریافتي مرتب 

  تکرار مراحل فوق تا رئوس با كمترین مقدار𝑒𝑐𝑐 

در قالب الگوریتم  7كه شبه كد آن در شکل  حل پيشنهادیدر راه

GraphIsomorphismCheck( )  و تعداد  هارأسنشان داده شده است ابتدا تعداد

ها برای دو گراف ورودی بررسي شده و در صورت یکسان بودن، كد پرانتزی یال

شود و سپس با توليد مي ( )ParenthesisCode مربوط به هر دو گراف توسط تابع

مشخص  هاآنكدهای دو گراف، یکریختي یا عدم یکریختي مقایسه ميان رشته

 ود.شمي

 

Algorithm GraphIsomorphismCheck (𝐺, 𝐺′) 
input:   𝐺 = (𝑉, 𝐸), 𝐺′ = (𝑉′, 𝐸′) // two finite simple connected graphs 
output: true  // if 𝐺 is isomorphic to 𝐺′ 

false   // else  

 
begin 
 if  |𝑉| ≠ |𝑉′| or |𝐸| ≠ |𝐸′| then 
  return false; 
 if  ParenthesisCode(𝐺)≠ ParenthesisCode(𝐺′) then 
  return false; 
 return true; 
end of Algorithm. 

 
 
 

 
 
 

function ParenthesisCode (𝐺) 
input: 𝐺 = (𝑉, 𝐸) : graph  // a finite simple connected graph where 
 // every vertex v has v.ecc:integer, v.oldcode, v.code:string, 
 // v.neighbors:set of all adjacent vertices of vertex v  

output: GraphCode : string  // parenthesis code of G 

 
begin 
1: for all vertex 𝑣 ∈ 𝑉 do // using BFS on all vertices 
2:  compute 𝑒𝑐𝑐(𝑣) and assign it to 𝑣. 𝑒𝑐𝑐;  
3: 𝑚𝑖𝑛𝑒𝑐𝑐 ← min

𝑣∈𝑉
{𝑣. 𝑒𝑐𝑐}; 

4: 𝑚𝑎𝑥𝑒𝑐𝑐 ← max
𝑣∈𝑉

{𝑣. 𝑒𝑐𝑐}; 

5: for all vertices 𝑣 ∈ 𝑉 do 
6:  𝑣. 𝑐𝑜𝑑𝑒 ← "( )"; 𝑣. 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑑𝑒 ← " "; //assign empty string to v.incode 
7: for  𝑖 ←  𝑚𝑎𝑥𝑒𝑐𝑐 downto 𝑚𝑖𝑛𝑒𝑐𝑐 do 
8:  for all vertices 𝑣 ∈ 𝑉 in which 𝑣. 𝑒𝑐𝑐 = 𝑖 do 
9:   𝑣. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 ← 𝑣. 𝑐𝑜𝑑𝑒; 
10: for all vertices 𝑣 ∈ 𝑉 in which 𝑣. 𝑒𝑐𝑐 = 𝑖 do 
11:  𝐿 ← ∅; //empty list of string codes 
12:  add 𝑐 to 𝐿 in which 𝑣. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 = "(c)"; //𝑐 is inner code of 𝑣. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 
13:  for all 𝑢 ∈ 𝑣. 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑠 do 
14:   if 𝑢. 𝑒𝑐𝑐 = 𝑖 then 
15:    add 𝑢. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 to 𝐿; 
16:  sort(𝐿); // sort all elements of list 𝐿 as lexicographically 
17:  𝑆 ← concatenation of all elements of list 𝐿; // 𝑆 is a string 
18:  𝑣. 𝑐𝑜𝑑𝑒 ← "(" + S + ")"; // concatenate “(“ and “)” outer of 𝑆 
19: for all vertices 𝑣 ∈ 𝑉 in which 𝑣. 𝑒𝑐𝑐 = 𝑖 − 1 do 
20:  𝑣. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 ← 𝑣. 𝑐𝑜𝑑𝑒; 
21: for all vertices 𝑣 ∈ 𝑉 in which 𝑣. 𝑒𝑐𝑐 = 𝑖 − 1 do 
22:  𝐿 ← ∅; //empty list of string codes 
23:  add 𝑐 to 𝐿 in which 𝑣. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 = "(𝑐)"; //𝑐 is inner code of 𝑣. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 
24:  for all 𝑢 ∈ 𝑣. 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑠 do 
25:   if 𝑢. 𝑒𝑐𝑐 = 𝑖 then 
26:    add 𝑢. 𝑜𝑙𝑑𝑐𝑜𝑑𝑒 to 𝐿; 
27:  sort(𝐿); // sort all elements of list 𝐿 as lexicographically 
28:  𝑆 ← concatenation of elements of list 𝐿; // 𝑆 is a string 
29:  𝑣. 𝑐𝑜𝑑𝑒 ← "(" + S + ")"; // concatenate “(“ and “)” outer of  𝑆 
30:𝐿 ← ∅ //empty list of sting codes 
31:for all vertices 𝑣 ∈ 𝑉 do 
32: add 𝑣. 𝑐𝑜𝑑𝑒 to 𝐿; 
33:sort(𝐿); // sort all elements of list 𝐿 as lexicographically 
34:𝐺raph𝐶ode ← concatenation of all elements of list 𝐿; 
35:return 𝐺raph𝐶ode; 
end of function; 
 

  شبه كد الگوریتم پيشنهادی -7شکل 

در این قسمت، یک نمونه گراف به همراه كد پرانتزی حاصل از اجرای الگوریتم 

 :را در نظر بگيرید 2شکل شود. گراف پيشنهادی بر روی آن مطرح مي
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 رأس 1ساده همبند با  گرافنمونه  -2 شکل

 شود:مربوط به همه رئوس تعيين مي  𝑒𝑐𝑐 گام اول:

𝑒𝑐𝑐(1) ← 3, 𝑒𝑐𝑐(3) ← 2, 𝑒𝑐𝑐(5) ← 3, 

𝑒𝑐𝑐(2) ← 2, 𝑒𝑐𝑐(4) ← 3, 𝑒𝑐𝑐(6) ← 3. 

)"برابر با  رأسسپس كد اوليه هر   شود.قرار داده مي  "(

با مقدار  هایرأسگيرد، بندی انجام ميلایه هارأسبر روی مجموعه  گام دوم:

𝑒𝑐𝑐  برابر را در یک لایه(𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟) كنيم.فرض مي 
𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟3 (𝑒𝑐𝑐 = 3) = {1, 4, 5, 6} 

𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟2 (𝑒𝑐𝑐 = 2) = {2, 3} 

 شود.ي، عمليات انتقال كد انجام مهارأسمجاورت  اساس بر گام سوم:

كدها برای توليد كد مربوط به هر لازم به ذكر است كه در زمان اتصال رشته

 شود. كد درون پرانتزانجام مي  (Lexicographic)سازی لغوی ، عمل مرتبرأس

 رسيده استبه آن به ارث  رأس، كدی است كه از همسایگان آن رأسباز و بسته یک 

 گيرند.مرتب لغوی در كنار هم قرار مي صورتبهو كد مربوط به همسایگان 
𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟3 to 𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟3:

 
𝑐𝑜𝑑𝑒(1) ← "( )" 

𝑐𝑜𝑑𝑒(4) ← "( )" 

𝑐𝑜𝑑𝑒(5) ← "(( ))" 

𝑐𝑜𝑑𝑒(6) ← (( )) 

 

𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟3 to 𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟2: 

 
𝑐𝑜𝑑𝑒(2) ← "(( ))" 

𝑐𝑜𝑑𝑒(3) ← " ((( ))(( ))( )) " 

𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟2 to 𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟2: 

 

𝑐𝑜𝑑𝑒(2) ← " (((( ))(( ))( )) ( )) " 

𝑐𝑜𝑑𝑒(3) ← " ((( ))(( ))(( ))( )) " 

 

، كد مربوط به هارأسبا اتصال برچسب نهایي مربوط به تمامي  گام نهایی:

 با رشته زیر است:  برابر 2شود. كد پرانتزی مربوط به گراف شکل گراف مشخص مي

" (((( ))(( ))( )) ( )) ((( ))(( ))(( ))( )) (( ))(( ))( )( )" 

های قرار گرفته در یک دسته، در یک مرحله تمامي گراف الگوریتم: یسازادهیپ

تم مراحل پردازش الگوریشوند. سازی با یکدیگر مقایسه مياجرای الگوریتم در پياده

یک مرحله از اجرای الگوریتم را نشان  9شکل  سازی شده است.پيادهطبق شکل 

 دهد.مي

برای   𝑒𝑐𝑐قدار برای محاسبه م تحلیل پیچیدگی زمانی الگوریتم پیشنهادی:

را  72 (BFS)بار الگوریتم جستجوی ردیفيگراف یک رأستوان از هر همه رئوس مي

باشد كه در مي 𝑂(𝑛𝑒)الگوریتم   1 اجرا كرد، لذا پيچيدگي زماني حلقه خط شماره

 4و  3های های گراف است. پيچيدگي خطتعداد یال 𝑒تعداد رئوس گراف و  𝑛آن 

شده سازی لغوی روی كدهای مرتبمرتب ازآنجاكهخواهند بود.  𝑂(𝑛)نيز هر كدام 

استفاده نمود كه دارای پيچيدگي زماني  Bucket Sortتوان از شود لذا ميانجام مي

انجام پذیرد. این  𝑂(𝑒)تواند در تعداد كل عناصر است كه در كل مي برحسبخطي 

 شوند قرار دارندتکرار مي هایي كه به تعداد رئوسسازی و الحاق در درون حلقهمرتب

خواهد بود. بنابراین پيچيدگي زماني الگوریتم  𝑂(𝑛𝑒)و در كل مقدار زمان 

 است. 𝑂(𝑛𝑒)برابر  درمجموع

 

 یپيشنهاد الگوریتم سازیمدل پياده -9شکل 

گره   𝒏ها  با مجموعه داده تمامی گراف

 (Graph6)کد 

 تابع
ParenthesisCode 

الگوریتم 

GraphIsomorphism

Check 

 1Gكد پرانتزی گراف 

 1G گراف

 2G و 1Gدو گراف 

 یکریخت هستند.

False 

مجموعه کد پرانتزی  

  هایگرافمربوط به 

 𝒏پردازش شده با 

 گره

 2G Trueكد پرانتزی گراف 

های این  conflictبه تعداد 

 1Gكد پرانتزی گراف  شود.دسته یک واحد اضافه می

1 

2 

4 
6 

5 

3 
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 نتایج ارزیابی عملکرد -5

های همبند و بدون های در نظر گرفته شده برای ورودی الگوریتم، گرافگراف

مجموعه  .]29[ اندبندی شدهدسته رأسكه برحسب تعداد  باشندبرچسب مي

 های ورودی بدین شرح است:گراف

 3تا  9 رأسهای ساده همبند با تعداد تمامي گراف 

 72تا  5 رأسهای همبند اویلری با تعداد تمامي گراف 

 3تا  4 رأسهای همبند وتری با تعداد تمامي گراف 

های در نظر گرفته شده در هر نوع، شامل شود مجموعهمي كه مشاهده طورهمان

 باشد.های موجود در نوع خود ميتمامي گراف

  7ها، در جدول ل اجرای الگوریتم پيشنهادی بر روی مجموعه اول گرافحاص

 آمده است:

 

 های ساده همبندعملکرد الگوریتم بر روی گراف -7جدول 

 ميزان درستي خروجي الگوریتم هاتعداد زوج گراف رأستعداد 

9 7 %722 

4 75 %722 

5 272 % 5/33 

1 1،271 % 5/33 

1 919،911 % 1/33 

1 17،111،211 % 3/33 

3 94،217،252،112 % 3/33 

72 92،593،725،911 % 3/33 

 

، الگوریتم پيشنهادی بر روی كليه 7در جدول  آمدهدستبهمطابق اطلاعات 

دارای صحت تشخيص یکریختي  72كمتر از  رأسهای ساده موجود با تعداد گراف

های آزمایش بر روی تمامي گراف ازآنجاكهباشد و درصد مي 5/33با ميانگين بيش از 

 قطعي است. كاملاًاین نتيجه  است گرفتهموجود صورت 

های ساده برای ورودی الگوریتم در نظر هایي غير از گرافدر مراحل بعد گراف

در ادامه آمده  هاآنگرفته شد كه جدول نتایج حاصل از اجرای الگوریتم بر روی 

نشان داده   2های اویلر در جدول وی گرافعملکرد الگوریتم پيشنهادی بر ر است.

ای هنتيجه صددرصدی برای گراف استثناءبه، آمدهدستبهشده است كه مطابق نتایج 

گراف افزایش یافته  هایرأس، درستي عملکرد الگوریتم با افزایش تعداد رأس 5با 

 است.

 
 79های اویلریعملکرد الگوریتم بر روی گراف -2جدول 

 ميزان درستي خروجي الگوریتم هاتعداد زوج گراف رأستعداد 

5 1 %722 

1 21 % 4/31 

1 111 % 3/31 

1 71،191 % 7/33 

3 7،511،117 % 4/33 

72 417،232،125 % 1/33 
 

 
ميليون زوج گراف وتری  12درستي عملکرد الگوریتم پيشنهادی بر روی بيش از 

 باشد.مي %722( نزدیک به 9)جدول 

 

 

 74های وتریعملکرد الگوریتم بر روی گراف -9جدول 
 ميزان درستي خروجي الگوریتم هاتعداد زوج گراف رأستعداد 

4 72 %722 

5 725 %722 

1 7،159 % 1/33 

1 91،151 % 3/33 

1 7،927،137 %722 

3 12،392،225 %722 

 

موجود در حال حاضر بسته  الگوریتم نیقدرتمندتر :عملکرد الگوریتممقایسه 

Nauty   وTraces الگوریتم . [24] استNauty [25 و الگوریتم ]Traces [21 ]

یک بسته در كنار هم قرار  صورتبه 2274باشند كه از سال دو الگوریتم مجزا مي

های محاسبه گروه، الگوریتمي جهت Tracesو  Nauty الگوریتم  اند.گرفته

یکریختي دو گراف با استفاده از روش كدگذاری  مسئلهحل گراف و  75ریختيهم

 Cلينوكس و با زبان  عاملستميستحت  Tracesو   Nautyباشد. بسته مي كانوني

 شود.موازی پردازش مي صورتبهكه  شده استسازی پياده

 :گرفته استمقایسه ميان دو الگوریتم در دو حالت صورت 

 تصادفي 71های منظمصحت عملکرد دو الگوریتم بر روی گراف -الف

 زمان و فضا بر روی گراف كامل ازلحاظعملکرد دو الگوریتم  -ب
 

 هایالگوریتم پيشنهادی در عدم یکریختي ميان گرافدر جداول قبلي عملکرد  -الف

در این مقایسه درصد صحت تشخيص دو الگوریتم بر روی  روازاین. بيان شد كوچک

گاه بها از وكه اطلاعات مربوط به این گراف شودبررسي ميبا مرتبه بيشتر های گراف

"The House of Graphs"  نتایج حاصل از این  4جدول  .[21] شده استگرفته

 .دهدمقایسه را نشان مي

 

بر روی  Tracesو   Nautyعملکرد الگوریتم پيشنهادی و بسته -4جدول 

 های ساده با اندازه متوسطگراف
تعداد 

 رأس

تعداد 

 هاگراف

درستي خروجي ميزان 

 پيشنهادی الگوریتم

ميزان درستي خروجي 
 Tracesو   Nautyبسته

22 555 % 32/33 %722 

92 519 % 92/33 %722 

42 955 % 31/33 %722 

52 75 %722 %722 

12 27 %722 %722 

 

الگوریتم پيشنهادی دارای بازدهي خوبي در مجموعه با توجه به نتایج بالا 

  Nautyقدرت بالای بستهتوان به ميباشد همچنين بالا مي نسبتاًهای با مرتبه گراف

 در تشخيص عدم یکریختي پي برد. Tracesو 

 شوند.در این دو مقایسه دو الگوریتم از نظر زمان اجرا و فضای مصرفي مقایسه مي -ب

 ایدرصد صحت تشخيص دو الگوریتم را در عدم یکریختي ميان مجموعه 9جدول 

  دهد.  های منظم نشان مياز گراف

و   Nautyمربوط به زمان اجرای الگوریتم پيشنهادی و بسته 4 شکلنمودار 

Traces  ها د و دادهباشمي هاآنمربوط به فضای اشغال شده توسط  5 شکلو نمودار

 بار اجرا است. سهپس از  آمدهدستبهمتوسط 

های مربوط به نمودارها از اجرای هر دو الگوریتم بر روی یک سيستم با داده

یکسان  با ورودی گيگابایت 1و حافظه ای هسته 5گيگاهرتز  5/2پردازنده 

انتخاب  71گراف كاملها مورد آزمایش برای ورودی الگوریتم است. گراف آمدهدستبه

 . شده است
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و  Nautyگوریتم پيشنهادی و بسته نمودار مقایسه زمان اجرای ال -4شکل 
Traces  

 هبست و پيشنهادی الگوریتم مورداستفاده حافظه ميزان مقایسه نمودار -5 شکل

Nauty و Traces 

 
گراف كامل بيشترین تعداد یال  زیرا شده استارزیابي بر روی گراف كامل انجام 

دارد و بررسي یکریختي ميان دو گراف كامل بيشترین زمان و فضا  n رأسرا با تعداد 

 .كندرا صرف مي

سازی های پيادهتوسط توابع ایجاد گراف در محيط 𝐺2و   𝐺1دو گراف كامل 

 ها ایجاد شدند:الگوریتم

 𝐺1  گراف كامل باn رأس 

 𝐺2  گراف كامل باn رأس  

 

صحت  یکریخت هستند باهم رأس nچون در حالت اوليه دو گراف كامل با 

را اج سههر دو الگوریتم در تمام موارد و در هر یکریختي ميان دو گراف در تشخيص 

  بود. 722برابر  %

 كانونيشامل زمان توليد كد  4شکل نمودار گيری شده در زمان اجرای اندازه

 ا كد موجود گرافبگراف اول  توليد شدهگراف به اضافه زمان مقایسه كد  یکبرای 

ی در الگوریتم پيشنهاد گریدانيببهتشخيص یکریختي ميان دو گراف است  و دوم

  این زمان برابر

𝑇𝑅𝑢𝑛 = 𝑇𝑃arenthesis𝐶ode(𝐺1) + 𝑇𝐺raph𝐼somorphism𝐶heck(𝐺1, 𝐺2) 

 

 برابر Tracesو   Nautyبسته و در 

𝑇𝑅𝑢𝑛 = 𝑇𝑐𝑎𝑛𝑜𝑛𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑐𝑜𝑑𝑒(𝐺1) + 𝑇𝐺raph𝐼somorphism𝐶heck(𝐺1, 𝐺2) 

با افزایش  Tracesو   Nautyبسته ، نمودار زمان اجرای 4با توجه به شکل باشد. مي

رده ك، زمان بيشتری را برای ایجاد كد كانوني و تشخيص یکریختي صرف مرتبه گراف

ی فاصله بيشتر  هارأسميان نمودار زمان اجرای دو الگوریتم با افزایش تعداد  و  است

 گرفتهكه مورد آزمایش قرار  گوریتم پيشنهادی در این بازهال. آمده است به وجود

در  آخرین تغييرات باشد. لازم به ذكر است كهدارای سرعت بالاتری مي است

های متني از طریق سایت مربوطه در در فایل  Tracesو   Nautyسازی بسته پياده

از طریق ابزار معرفي  4و مقادیر موجود در شکل  [24دسترس كاربران قرار دارد ]

.𝑑𝑟𝑒𝑎𝑑𝑛𝑎𝑢𝑡شده در همين سایت با نام  𝑒𝑥𝑒 استآمدهدستبه.   

ميزان حافظه هر دو الگوریتم، خروجي توليد شده برای یک  یريگاندازهبرای 

های ایجاد شده در هر ذخيره شده و اندازه فایل 71گراف ورودی در یک فایل متني

كد پرانتزی اند؛ خروجي الگوریتم پيشنهادی، رشتهو الگوریتم با یکدیگر مقایسه شدهد

های مربوط به ماتریس ، دادهTracesو   Nautyو خروجي بسته مربوط به یک گراف 

، 5ها در شکل با توجه به دو نمودار مربوط به الگوریتم باشد.ميیک گراف  مجاورت

و   Nautyالگوریتم پيشنهادی دارای ميزان حافظه مصرفي كمتری نسبت به بسته 

Traces  باشد.مي 

از نظر صحت عملکرد  Tracesو   Nautyتوان گفت كه بسته در مجموع مي

 زلحاظا الگوریتم پيشنهادی نسبت به الگوریتم پيشنهادی عملکرد بهتری دارد و

 5و شکل  4های آزمایش شده در شکل در بازهظه اشغالي سرعت اجرا و ميزان حاف

 د.دهنتایج بهتری را نشان مي

 گیرینتیجه -6
ساده كه برای اجرا بر روی  حالنيدرعدر این مقاله با ارائه الگوریتمي ابتکاری و 

سيستم به حداقل حافظه و پردازش نياز دارد، یکریختي ميان دو گراف متناهي قابل 

تشخيص است. الگوریتم پيشنهادی، تکنيکي جدید در كدگذاری كانوني یک گراف 

ند كبندی ميرا لایه هاآن هارأسدهد كه با استفاده از ویژگي فاصله از مركز ارائه مي

ر الگوریتم ب یسازادهيپدهد. انتها كد پرانتزی مربوط به گراف را تشکيل ميو در 

ها و تشخيص اساس جداول نتيجه با استفاده از كد ایجاد شده به مقایسه گراف

كه حاصل اجرای الگوریتم بر  7جدول بر اساس اطلاعات پردازد. مي هاآنختي یکری

باشد، ميزان عملکرد صحيح ميميليارد زوج گراف ساده همبند  14روی حداقل 

های موازی از یک در نگاشت الگوریتم مسئلهباشد. این مي %5/33الگوریتم بيشتر از 

 ای به توپولوژی دیگر ارتباط مستقيم دارد.ی بين پردازندهتوپولوژی در شبکه

این الگوریتم در تشخيص یکریختي ميان دو گراف منظم خود مركز  ضعفنقطه

، باشد كه با توجه به نحوه تشکيل كد پرانتزیبرابر و تعداد یال برابر مي رأسبا تعداد 

 رأسریخت با درجه یک های منظم خود مركز غيراین الگوریتم برای تمامي گراف

نابراین دهد. بتشخيص مي ختیرکییکسان، رشته كد یکسان توليد كرده و همگي را 

گراف یکسان  هایرأستمام  𝑒𝑐𝑐كه توان بر روی مواردی برای توسعه الگوریتم مي

 ، تغييراتي در الگوریتم ایجاد كرد. مركز خودهای روی گراف گریدانيببهاست 

با شرایط خاص نيز نتایج بسيار خوبي را  یهاگرافاجرای این الگوریتم بر روی 

امتياز الگوریتم پيشنهاد شده در این نشان داده شد.  5توليد كرده است كه در بخش 

ي یکریخت مسئلههای اخير برای های مطرح شده در سالقاله نسبت به الگوریتمم

 عبارت است از:

 گراف ورودی  عنوانبههای شناخته شده در الگوریتم پيشنهادی كليه گراف

ا ب هاآنها عملکرد در بيشتر الگوریتم كهدرحاليمورد بررسي قرار گرفته 

 های تصادفي سنجيده شده است.ورودی گراف

  اشد بقطعي مشخص مي صورتبهپيچيدگي زماني اجرای الگوریتم پيشنهادی

های دیگر طبق اجراهای متناوب و با پيچيدگي زماني الگوریتم كهدرصورتي

 شود.واحد زماني سنجيده مي

گره  72های تا حالات مختلف، در گراف %33الگوریتم پيشنهادی در بيش از 

 باشد.مي 𝑂(𝑛𝑒)رتبه زماني بوده و دارای م اتکاقابلكاملاً 
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Abstract 

  

Graph Isomorphism Problem (GIP) is an open problem due to computational complexity that only its 
belonging to the NP class is known, but it does not belong to P or NP-Complete. There is no 
deterministic polynomial time algorithm proposed yet, therefore, the field is open for research and 
ideas. The heuristic and meta heuristic approaches have been the only way to solve it. This paper 
discusses ways to determine isomorphism between two finite graphs and proposes a novel heuristic 
method. The proposed algorithm converts the input graph into a parenthesized string, and then 
compares two generated strings instead of comparing two graphs, in order to determine isomorphic 
or non-isomorphic between two given graphs. Time complexity of the proposed algorithm is O(n.e) 
where n is the number of vertices of the graph and e is the number of edges of the graph and it is in 
the category of canonical labelling algorithms for simple, connected and unlabeled graphs. After the 
implementation of the algorithm and checking its results, it was found that with correct performance 
of more than 99%, the lack of isomorphic between two non-isomorphic graphs correctly diagnosed. 
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