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  چکیده

  

 در خطا جودو دليل به ولي باشد دقيق ءشي كه كنندمي فرض زمينه این در مطرح هایالگوریتم تمامي. است دلخواه ءشي یک محبوس كردن مسئله ،روباتيک حوزه در كاربردی مسائل از یکي

 در. تاس نادقيق با رئوس چندضلعي یک محبوس كردن برای مناسب راهکاری ارائه ما هدف. باشد نادقيق حدودی ات موردنظر ءشي و باشد اشتباه تواندمي فرض این اشيا ساخت و محاسبات

 كننده محبوس هایمجموعه تمام الگوریتم این دهيممي نشان و دهيممي ارائه كند،مي محبوس را نادقيق چندضلعي طورقطعبه كه نقطه دو هایموقعيت تمام یافتن برای الگوریتمي مقاله این

𝑂(𝑛2 ن زما در را 𝑙𝑜𝑔 𝑛) فضای و 𝑂(𝑛2) كه دهدمي گزارش 𝑛 است نادقيق چندضلعي رئوس تعداد. 

 نادقيقي ،محبوس كردن ،عدم قطعيت الگوریتم،  :کلیدی کلمات

 

 

 مقدمه -1

 تقسيم  3آزاد چنگ و 2ثابت چنگ كلي دسته دو به 7زدنچنگ حوزه در مسائل

 يرون كردن وارد با حتي و است حركتبي و ثابت كاملاً ءشي ثابت چنگ در. شوندمي

 گذشته در. شود جاجابه چنگ اجزای ميان در تواندنمي ءشي دلخواه، جهت هر در

 گچن از ربات بازوهای توسط اشيا جایيجابه مانند كارهایي انجام برای ربات طراحان

 رد را موردنظر ءشي كارهایي، چنين مانجا برای انسان اما كردند،مي استفاده ثابت

 احانطر و پژوهشگران كهاین به توجه با. كندنمي ثابت خود دست هایانگشت ميان

 الگوبرداری هاربات برای كارها انجام در انسان رفتار از كنندمي سعي هميشه ربات

 كنند دهاستفا آزاد چنگ نام به هاچنگ از دیگری نوع از دارند تمایل امروزه كنند،

[7]. 

 قرار ءشي یک اطراف كه بگيرید نظر در را ربات هایانگشت از ایمجموعه

 زادانهآ صورتبه ربات این هایانگشت ميان در است ممکن ءشي كهینحوبه اندگرفته

 كند فرار است، شده محدود هاآن توسط كه ایناحيه از نيست قادر اما كند حركت

 دنظرمور ءشي كهاین بر فرض با. است شده محبوس ءيش گویيممي حالت این در كه

 زا نيست قادر مذكور ءشي كهاین به توجه با و است تركوچک ربات مشت حجم از

 تحرك با روازاین شود، خارج  ربات هایانگشت توسط محبوس كننده چيدمان چنين

 .شودمي جاجابه دیگری دلخواه محل به ءشي ربات، بازوی

 ،[0] شفارد و [3] بسيکوویچ مطالعات از الهام با 7115 سال در [2] كوپربرگ

 حمسط اشيا محبوس كردن مسئله بود، شده انجام هندسه و ریاضيات زمينه در كه

 هایمکان مجموعه یافتن»: كرد بيان گونهاین آزاد چنگ مفهوم از استفاده با را

 و دور موقعيتي به باشدن قادر موردنظر ءشي كه ایگونهبه چنگ اجزای قرارگيری

 به چنگ اجزای از یکي حداقل كهاین مگر كند حركت اشاوليه موقعيت از دلخواه

 «.كند نفوذ چندضلعي داخل

 مسئله مختلف هایحالت و هامحدودیت به نسبت كه هایيروش تربيش در

 است، شده ارائه انگشت سه و انگشت دو با محبوس كردن ازجمله محبوس كردن

 رب علاوه واقعي دنيای در كهدرحالي اند،شده فرض دقيق هاچندضلعي و اهانگشت

 منابع دليل به هاداده از ایپاره ربات، مکانيکي بازوهای حركتي هایمحدودیت

 چندضلعي اضلاع و رئوس دقيق مکان مانند نيستند، دسترس در متفاوت خطاهای

 شده دتولي دستگاه یک توسط كه باشد ایقطعه موردنظر، ءشي است ممکن كهاین و

 نظر در روازاین. كندمي ناكارآمد را شده ذكر هایروش ،0عدم قطعيت بنابراین،. باشد

 هاچندضلعي محبوس كردن مسئله برای كه هایيالگوریتم در عدم قطعيت گرفتن

 .است حياتي بسيار شود،مي ارائه



 773                                                                           7318، 2، شماره 71د ه علمي انجمن كامپيوتر ایران، مجلعلوم رایانش و فناوری اطلاعات، نشری

 نماینده نقطه هر هك گيریممي نظر در نقطه دو را چنگ اجزای پژوهش این در

 هب یا خطا دارای چندضلعي رئوس ولي است ربات مکانيکي بازوی از انگشت یک

 هدف، و است شده داده نادقيق چندضلعي یک عبارتي به. هستند 0نادقيق اصطلاح

 وانایيت چندضلعي، رئوس بودن نادقيق وجود با كه است هایينقطه زوج تمام یافتن

 .باشد داشته كامل طمينانا با را چندضلعي محبوس كردن

 ها،آن از مستقل طوربه [ و0سودسانگ ] و پيپاتاناسامپورن 2551 سال رد

 محبوس كننده هایموقعيت تمام یافتن برای هایي[ الگوریتم1استپن ] و واحدی

𝑂(𝑛2 زماني  پيچيدگي با دقيق چندضلعي یک 𝑙𝑜𝑔 𝑛)حافظه  پيچيدگي و 

𝑂(𝑛2) كه شد حاصل ایداده ساختمان الگوریتم، اجرای انتهای در كه ددادن ارائه 

 داده يتموقع یک بودن كنندهغيرمحبوس یا محبوس كننده پرسش به پاسخ توانایي

𝑂(𝑙𝑜𝑔 زمان در شده 𝑛) محبوس كردن زمينه در كه دیگری كارهای از. دارد را 

 محبوس كردن سئلهم به توانمي است عدم قطعيت با ارتباط در و شده انجام

 گونهاین مسئله این در [.1] كرد اشاره است، ناكامل هاآن مرز كه هایيچندضلعي

 مشخص  1محدوده پوینده ليزر توسط چندضلعي مرز چون كه است شده فرض

 چندضلعي خطا، وجود امکان همچنين و جزئي دید دليل به روازاین شود،مي

 .است ناكامل موردنظر

 يطعطورقبه كه نقطه دو هایموقعيت تمام یافتن برای وریتميالگ مقاله این در

 هایمجموعه كه كنيممي ارائه كنند،مي محبوس را شده داده نادقيق چندضلعي

𝑂(𝑛2 زمان در را محبوس كننده 𝑙𝑜𝑔 𝑛) رابطه  این در كه كندمي گزارش𝑛 تعداد 

 در. است 𝑂(𝑛2)مرتبه  از نيز الگوریتم این نياز مورد حافظه و چندضلعي رئوس

 لهمسئ حل برای الگوریتمي مسئله، در عدم قطعيت گرفتن نظر در با دوم بخش

 هب مقاله انتهای در. دهيممي ارائه انگشت دو با نادقيق چندضلعي محبوس كردن

 نبهج و گيرینتيجه نيز پایان در. دهيممي پاسخ نيز مسئله این پرسشي نسخه

 .كرد خواهيم بيان آتي هایكار قالب در را را مسئله از دیگری

 قطعیتعدم -2
 نظر در را آلایده جهان خودكاری، هایالگوریتم در موجود هایحلراه تربيش

 بازوهای و هستند 1انش CAD مدل با منطبق كاملاً قطعات آن در كه گيرندمي

 با تقطعا واقعي، زندگي در ،حالبااین. هستند دقيق نهایتبي حسگرها و مکانيکي

حسگرها  و [75]شکل  قالب در روازاین كه [1،8]شوند  مي توليد 8خطا تحمل قابليت

امحرک و اندمتفاوت [77]  شوندمي باعث كه هستند نادقيق هم [72]  1ه

 .دهندن درستي نتيجه شوند،مي گرفته كار به عمل در كه زماني مزبور هایالگوریتم

ها در ارها در مقاله باید اشاره كرد. اشاره به شکلها و نمودها، جدولبه همة شکل

شکل و همان سایز متن مقاله و بدون پرانتز است. مگر در پایان  متن، با ذكر شماره

 شود.جمله كه در این حالت در داخل پرانتز اشاره مي

 ها،چندضلعي محبوس كردن مسئله. است عدم قطعيت مسائل حوزه در نادقيقي

 هایروش تاكنون. است مطرح ربوتيک حوزه در روزبه و كاربردی لهمسئ یک عنوانبه

محبوس  ازجمله محبوس كردن مختلف هایحالت و هامحدودیت به نسبت متنوعي

 هاتانگش هاروش این تربيش در. است شده ارائه...  و انگشت سه انگشت، دو با كردن

 هایمحدودیت بر لاوهع كه است حالي در این. اندشده فرض دقيق هاچندضلعي و

 در متفاوت خطاهای منابع دليل به هاداده از ایپاره مکانيکي، بازوهای حركتي

 ،قطعيت عدم بنابراین،. چندضلعي اضلاع و رئوس دقيق مکان مانند نيستند، دسترس

 در عدم قطعيت گرفتن نظر در روازاین. كندمي ناكارآمد را شده ذكر هایروش

 و است حياتي بسيار هاچندضلعي محبوس كردن مسئله رایب موفق هایالگوریتم

 ئلهمس این به پرداختن اهميت نيز زمينه این در هاپژوهش كم بسيار تعداد همچنين

  .كندمي چندان دو را

 اینبنابر كنند،مي حركت واقعي دنيای در ربات مکانيکي بازوهای كهازآنجایي

 در خطا: از اندعبارت خطاها این. يمهست موجود خطاهای گرفتن نظر در از ناگزیر

 توصيف زمان در كه سازیمدل خطاهای گرها،حس توسط محيط اطلاعات دریافت

 در محاسبه خطای بروز همچنين و آیدمي پيش موجود هایمدل با پيرامون اشيا

 از بعضي است ممکن شد، گفته كه آنچه طبق پس. محاسبات انجام هنگام

 دو قرارگيری مکان حتي یا و باشند نادقيق اضلاع و رئوس ازلحاظ هاچندضلعي

 دو اب محبوس كردن مسئله تا شدیم آن بر دليل همين به كه باشد نادقيق انگشت

 كه رسدمي نظر به اول نگاه در .[73كنيم ] بررسي نادقيق حالت در را انگشت

 محبوس كردن مسئله به تعميم قابل نيز روش این در شده استفاده هایایده

 چندضلعي رأس یک حتي كه زماني اما است نقطه دو با نادقيق هایچندضلعي

 همچنين و كندمي تغيير محبوس كننده بيشينه مجموعه كه است واضح باشد نادقيق

 كه شودمي روشن كند، نفوذ جسم در نباید انگشت كه نکته این گرفتن نظر در با

 .دارد ترقيقد بررسي و مطالعه به نياز نادقيق حالت در مسئله

 آن رأس هر نادقيقي محدوده كه نادقيق رئوس با چندضلعي یک -7شکل 

 .است واحد شعاع با دیسک صورتبه

 به زیادی توجه كامپيوتر علوم محاسباتي هندسه شاخه در اخير، هایسال در

 كه است شده تئوری و كاربردی هندسي مسائل در عدم قطعيت گرفتن نظر در

 ههندس عنوان با جدید مبحثي ایجاد به منجر زمينه این در گرفته صورت هایتلاش

 در برای مباحث این در. است شده شاخه این در نادقيق هایداده برای محاسباتي

 پایه بر هایمدل ،75اپسيلون هندسه مثل هایيروش ها،داده عدم قطعيت گرفتن نظر

 ،73لامبدا هندسه همچنين و ،LPGUM72 نامب وابسته خطاهای برای مدلي ،77ناحيه

 در كه مطالعاتي از مثالعنوانبه .اندگرفته قرار مطالعه مورد پویا خطاهای برای

 داودی كارهای به توانمي است شده انجام لامبدا هندسه زمينه در اخير هایسال

 هندسه) هندسي مدل یک كه [70] و [70] كرد اشاره 2570 و 2573 سال در منفرد

 كه مسائلي سازیمدل برای كارا و( خطي پيچيدگي با مدل یک) ساده( لامبدا

 از برخي آن كارگيریبه با و است داده ارائه هستند، نادقيق هاآن ورودی هایداده

 رگيرندهدرب مستطيل ترینكوچک مانند كلاسيک، محاسباتي هندسه ایپایه مسائل

 مسئله و نقاط، زوج فاصله ترینرگبز و ترینكوچک مختصات، محورهای با موازی

 .است كرده حل را موازی هایخطپاره از ایمجموعه از گذرنده خط

 جامان روباتيک همچنين و محاسباتي هندسه با ارتباط در كه مطالعاتي ازجمله

 و پناهي توسط كه متفاوت شکل با قطعات دهيجهت مسئله به توانمي است شده

 تغيير روی بر هاآن. كرد اشاره است، گرفته صورت 2571 سال در [71] همکاران

 اب قطعه دهيجهت یا و جداسازی مسئله در آن تأثير و كردند تمركز قطعه شکل

 .كردند بررسي را 70غيرلغزان هایاهرم دادن هل بنام روشي از استفاده

 چندضلعی نادقیق محبوس کردنمسئله  -3

شنا آ انگشت دو با نادقيق هایچندضلعي محبوس كردن مسئلهبا قبلي  شدر بخ

 این در بحث مورد مسئله تحليل در كه بنيادی ابزارهای ضروری استحال . شدیم

 ضيحتو را مسئله این در عدم قطعيت ابتدا .نيمك معرفي را شودمي استفاده مطالعه

 و تعاریف پيکربندی، فضای معرفي و مسئله صورت بيان از پس و دهيممي

 ردرویک و كنيممي معرفي را بحراني فاصله ادامه در. كنيممي بيان را هانمادگذاری

 .دهيممي شرح نيز را مسئله حل
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 هاچندضلعی کردن محبوس در عدم قطعیت -3-2
 اطراف در جستجو مختلف ناحيه سه با چندضلعي، یک رئوس شدن نادقيق با

 :مشویمي روبرو چندضلعي محبوس كردن مسئله با ارتباط در موردنظر چندضلعي

 دو چيدمان هيچ نيز رئوس نادقيقي وجود با كه دارند وجود هایيناحيه -7

 زایا به را موردنظر نادقيق چندضلعي ها،ناحيه آن در كه یافت تواننمي را انگشتي

 یک مختلف اشکال همان اینجا در نمونه از منظور) كند، محبوس هایش70نمونه تمام

 کليش هر به است ممکن رئوس، دنبو نادقيق دليل به كه است نادقيق چندضلعي

 با  را آن كه باشد است، شده تعریف نادقيق رئوس محدوده در كه

𝐼𝑃̃ چيدمان  مانند ،.(دهيممي نمایش(𝑝1, 𝑞1)2، شکل، 

 محتمل هاناحيه آن در چندضلعي شدن محبوس كه دارند وجود هایيناحيه -2

 مورد چندضلعي است ممکن مشخص انگشتي دو چيدمان یک مثالعنوانبه است،

 برخي ازای به و كند محبوس هاناحيه آن در هایشنمونه از برخي ازای به را نظر

,𝑝2) چيدمان مانند نکند، محبوس هانمونه از دیگر 𝑞2)، 2 شکل، 

هایي وجود دارند كه با وجود نادقيقي رئوس، هر چيدمان دو انگشتي ناحيه -3

هایش محبوس ضلعي نادقيق موردنظر را به ازای تمام نمونهها، چنددر آن ناحيه

,𝑝3) كند، مانند چيدمانمي 𝑞3) 2، شکل. 

های هدف در این مسئله پيدا كردن ناحيه سوم یعني یافتن تمام مجموعه

ای است كه با وجود نادقيقي رئوس نيز چندضلعي موردنظر را كنندهبيشينه محبوس

 .كنندمحبوس مي قطعاً

 ق.كنندگي یک چندضلعي نادقينمایش وضعيت محبوس -2شکل 

 و مفاهیم اولیه تعاریف -3-3
 𝑃 مسيری وجود نداشته باشد كه چندضلعي اگر هيچ :محبوس کردن با دو نقطه

از طریق انتقال و دوران به موقعيتي دور نسبت به  𝑞 و 𝑝 نقطهبدون برخورد با دو 

محبوس شده است.  𝑞 و 𝑝 توسط دو نقطه 𝑃 يچندضلع آنگاهاش برود، مکان اوليه

𝑥 در این حالت موقعيت = (𝑝, 𝑞) چندضلعي 𝑃 كند و به همين مي را محبوس

 .ناميممي محبوس كنندهرا یک موقعيت  𝒙 دليل

پيش از بيان صورت مسئله برای سادگي، دستگاه مختصات را متصل به 

لعي حركت كند، مختصات آن گيریم. با این كار وقتي چندضچندضلعي در نظر مي

 رونازایتواند با حفظ فاصله تغيير كند. كند اما موقعيت دو نقطه ميتغيير نمي

های تها )نگاشكنيم و دو نقطه را با حفظ فاصله ميان آنچندضلعي را ثابت فرض مي

كنندگي دهيم. حال بر اساس این فرض، مفهوم محبوسدوران و انتقال( حركت مي

شود كه وقتي هيچ مسيری برای انتقال دو نقطه، بدون برخورد بيان مي به این صورت

نتيجه  نگاهآنداشته باشد،  با چندضلعي، به موقعيتي دور نسبت به موقعيت اوليه وجود

 .است محبوس كنندهگيریم كه موقعيت این دو نقطه مي

سال  [ در0ای كه توسط پيپاتاناسامپورن و سودسانگ ]حال با كمک تعاریف پایه

چندضلعي مسطح دقيق با استفاده از دو انگشت  محبوس كردنبرای مسئله  2551

 .پردازیمانجام شده است به تعاریف اوليه مسئله موردنظرمان مي

𝑃 چندضلعي ساده نادقيق: صورت مسئله ⊂ ℝ2 با 𝑛 داده شده است  رأس

ت كه نادقيق نيز دیسکي به شعاع واحد اس رأسیک جسم صلب ثابت و  𝑃 كه

,𝑝) مختصات مركز آن داده شده است. هدف یافتن تمام 𝑞) ∈ ℝ2 هایي است كه دو

 .را محبوس كنند 𝑃 چندضلعي 𝑞 و 𝑝 نقطه

شود استفاده مي این مطالعهدر جدول زیر در مورد نمادهای مهمي كه در ادامه 

 .توضيح مختصری داده شده است

 
 نمادها -7 جدول

 نماد تعریف

 𝑃 چندضلعي

 𝐼𝑃̃ نمونه از چندضلعي نادقيق یک

 𝑛 تعداد رئوس چندضلعي

,𝑝) چيدمان یا موقعيت دو نقطه 𝑞) 

 𝑊 فضای كاری

 𝐶 فضای پيکربندی

 𝑇 مسير یک نقطه

,𝑙[𝑝 خط واصل یک جفت نقطه 𝑞] 

 𝑑(𝑥) تابع فاصله

,𝑆𝑑(𝑇𝑝 فاصله جدایي دو نقطه در مسير 𝑇𝑞) 

 𝐶𝑑(𝑥) هفاصله بحراني دو نقط

 𝑣 یک چندضلعي رأس

 𝑒 ضلع یک چندضلعي

 𝐺 گراف

 𝑃𝑖𝑗 سلول یک گراف

 𝑥𝑚𝑖𝑛 كمينه محلي یک سلول

 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) فاصله بحراني یک سلول

 𝐵 های مرز مشترک دو سلولمجموعه موقعيت

 𝑡𝑖𝑗𝑘 گراف رأسوزن گذار ميان دو 

 𝑠 نادقيق رأسنقطه حساس یک 

 

ی  یا 𝑃 بازه باز) ای از نقاط كه توسط چندضلعيمجموعه : 71فضای کار

𝑂𝑝𝑒𝑛(𝑃)  )ناميم كه بااشغال نشده است را فضای كاری مي 𝑊 ⊆ ℝ2   نمایش

 .شودداده مي

ها( انگشتي )زوج نقطه-های دومجموعه همه چيدمان : 71یفضای پیکربند

𝐶 ا مجاز را فضای پيکربندی گویيم كه ب = 𝑊2 ⊆ ℝ4  كه این فضادهيم نشان مي 

𝐶  از رابطه = 𝐶𝑝 × 𝐶𝑞  شود. در این رابطهمحاسبه مي 𝐶𝑝 و 𝐶𝑞 هایي شامل نقطه

 د.هستند كه خارج از چندضلعي قرار دارن

𝑝0 از نقطه 78مسيری :مسیر برای نقطه ∈ 𝐶𝑝  به نقطه 𝑝1 ∈ 𝐶𝑝  توان را مي

:𝑇𝑝 يوسته مانندبا تابعي پ [0,1] → 𝐶𝑝  نشان داد كه 𝑇𝑝(0) = 𝑝0 و  𝑇𝑝(1) =

𝑝1  ازای هراست و به  𝑡 ∈ [0,1] ،𝑇𝑝(𝑡)  وقعيت نقطهم 𝑝 در 𝐶𝑝 دهد. را نشان مي

توجه داشته باشيد كه این  .شودطور مشابه تعریف مينيز به  𝑞 مسير برای نقطه

یک خط مستقيم  لزوماًمحدودیتي ندارند و همچنين  گونهمسيرها در ابتدا هيچ

كه در این شکل  طورهمان اند.ای از مسيرها نشان داده شدهنمونه 3در شکل  نيستند.

 با سه مسير مختلف طي شده است. 𝑝1تا  𝑝0بينيد فاصله مي

 𝑇𝑞 باشد و 𝑝1 به 𝑝0 مسيری از نقطه 𝑇𝑝 اگر :جفت مسیر برای دو نقطه

,𝑇𝑝) آنگاهباشد،  𝑞1 به 𝑞0 مسيری از نقطه 𝑇𝑞)  ،را یک جفت مسير برای دو نقطه

𝑥0 از موقعيت = (𝑝0, 𝑞0) 𝑥1 به  = (𝑝1, 𝑞1) ناميم. در این جفت مسير مي  

,𝑇𝑝(𝑡)) موقعيت 𝑇𝑞(𝑡))  نماد كه با 𝑥(𝑡)  شود، موقعيت جفت نمایش داده مي

𝑡 را در لحظهنقطه  ∈  .دهدنشان مي  𝐶 در فضای پيکربندی  [0,1]
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,𝒍[𝒑  خط واصل 𝒒] : اگر 𝑥 = (𝑝, 𝑞) یک موقعيت از فضای پيکربندی 𝐶  

,𝑙[𝑝 كند، خط واصلرا به هم متصل مي 𝑞 و 𝑝 باشد، خطي كه دو نقطه 𝑞] یا 𝑙[𝑥] 

 نمایش داده شده است. 3كه در شکل  دشوناميده مي

𝑥 موقعيت :موقعیت آزاد = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐶  را یک موقعيت آزاد گویيم اگر خط

𝑙[𝑥] واصل 𝑝 در این موقعيت، دو نقطه درواقعچندضلعي را قطع نکند.   𝑞 و   

,𝑝(1))موقعيت  3در شکل  د.بيننهمدیگر را مي اصطلاحبه 𝑞(1))  یک موقعيت

آزاد محسوب  𝑥 تمماس بر چندضلعي باشد نيز موقعي 𝑙[𝑥] در حالتي كه)آزاد است. 

 د.(شومي

𝑥 به یک جفت مسير برای موقعيت :مسیر فرار = (𝑝, 𝑞)  كه به یک موقعيت

ای از مسير كه نمونه مگویيمي 𝑥 برای موقعيت 71رشود، یک مسير فراآزاد ختم مي

 مایش داده شده است.ن 3فرار در شکل 

:𝑑(𝑥) تابع :فاصله 𝐶 → ℝ بع به ازای هر ناميم كه حاصل تارا تابع فاصله مي

𝑥  عضو = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐶ترین فاصله بين دو نقطه، كم 𝑝 و 𝑞 اندازه  وضوحبهكه  تاس

رابر باین فاصله یعني كند خط راستي است كه دو نقطه موردنظر را به هم وصل مي

∥ با 𝑙[𝑥] 𝑑(𝑥): تاس ∥ = |𝑝 − 𝑞| = ∥ 𝑙[𝑥] فاصله                                ∥

,𝑇𝑝) برای جفت مسير 25ایيفاصله جد :جدایی 𝑇𝑞) صورت زیر استبه: 

𝑆𝑑(𝑇𝑝, 𝑇𝑞) = 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑡≤1

(𝑑(𝑇𝑝(𝑡), 𝑇𝑞(𝑡)))                                      (7)  

:𝐶𝑑(𝑥) تابع :بحرانی فاصله 𝐶 → ℝ ناميم. فاصله مي 27را تابع فاصله بحراني

,𝑇𝑝) آید كه در آندست مي از رابطه زیر به 𝑥 بحراني موقعيت 𝑇𝑞)  یک مسير فرار

 د.باشمي 𝑥 برای

𝐶𝑑(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛
∀𝑇𝑝  ∀𝑇𝑞

𝑆𝑑(𝑇𝑝, 𝑇𝑞)                                                    (2)  

,𝑝) برای دو نقطه 𝐶𝑑 فاصله بحراني دیگرعبارتبه 𝑞)ای است ترین فاصله، كم

از هم فاصله  𝐶𝑑 اندازهبهدر آن حداكثر  𝑞 و 𝑝 ته باشد كهكه مسير فراری وجود داش

 .دبگيرن

 

و شکل سمت چپ یک جفت یک جفت مسير همگام شکل سمت راست  -3شکل 

 .دهدرا نمایش مي چندضلعي یک درمسير فرار 

 

𝑥 موقعيت 311 گزاره = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐶  است اگر  محبوس كنندهیک موقعيت

 :دشرط زیر برقرار باش

(3)                                                                      𝐶𝑑(𝑥) > 𝑑(𝑥) 

 پیکربندی فضای تقسیم -3-4

 روند زا بالا سطح توضيح یک ابتدا در مسئله حل روند جزئيات بيان قبل دهيد اجازه

 دهمحبوس كنن بيشينه مجموعه اول قدم در. شود ارائه حلراه كلي ایده و سازیمدل

 بيشينه مجموعه یک هایموقعيت همه كه دهيممي نشان و كنيممي معرفي را

 فضای برای بندیسلول یک سپس. هستند بحراني فاصله یک دارای محبوس كننده

 یک با حالت ترینبيش در سلول هر دهيممي نشان و كنيممي ارائه پيکربندی

 فاصله محاسبه با گيریممي نتيجه و دارد اشتراک محبوس كننده بيشينه مجموعه

 آن محبوس كننده هایموقعيت توانمي سلول، هر محلي كمينه موقعيت بحراني

 را هاآن متناظر سلولي دنباله و فشرده فرار مسيرهای بعدی قدم در. یافت را سلول

 جدایي فاصله ترینكم هاآن وزن محاسبه و گذارها معرفي با سپس. كنيممي معرفي

 كاهش را جستجو فضای تا كنيممي پيدا را فشرده مسيرهای از ليسلو دنباله هر در

 گذارها متناظر هایشیال و هاسلول متناظر آن رئوس كه اتصال گراف ادامه در. دهيم

 فاصله ترینكم 22انتشار طریق از را رئوس بحراني فاصله و كنيممي معرفي را هستند

 گذار هر در حساس هاینقطه هایفاصله بين از رأس هر تا آزاد رأس از جدایي

موقعيت مجموعه سلول، هر بحراني فاصله از استفاده با سپس. نمایيممي محاسبه

 م.كنيمي گزارش را هاسلول محبوس كننده های

 کنندهمحبوس هایبیشینه همه شناسایی -3-4-1

 𝒙 از اگر گویيم،مي پيوسته را ′𝒙 و 𝒙 محبوس كننده موقعيت دو :23یپیوستگ

محبوس  نظر مورد مسير طول در آن هایموقعيت تمام كه مسير جفت یک ′𝒙 به

 .دباش داشته وجود باشند، كننده

ه بالای حد ترینكم اگر : 20محبوس کننده بیشینه مجموعه  دو  20فاصل

,𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑎𝑥 (𝑑(𝑝 یا انگشت 𝑞))) هر آنگاه بگيریم، نظر در بيشينه مجموعه را 

 بيشينه مجموعه یک را پيوسته محبوس كننده یهاموقعيت از بيشينه مجموعه

كننده یک موقعيت از دو انگشت بيشينه محبوس مسئلهدر . ناميممي محبوس كننده

ای است كه تا زماني فاصله دو ترین فاصلهبيش كردن دايپشود و هدف داده مي

رین تمحبوس شده باشد. )یا به عبارتي كم لزوماً ءشيتر از آن فاصله است انگشت كم

 گریزد.(از داخل چنگ مي ءشيای كه اگر فاصله دو انگشت مساوی آن شود، فاصله

 كهدرحاليها، با حركت دو نقطه )یا دو انگشت( و تلاش برای منطبق كردن آن

يشينه ب  مسئلهتوان به ترین مقدار ممکن باشد، ميترین فاصله دو نقطه كمبيش

ور باید مسيرهای دو نقطه بررسي شوند. طبق كننده پاسخ داد. برای این منظمحبوس

برای یک نقطه، یک تابع است كه  𝑝به آن پرداختيم، مسير  قبلاًتعریف مسير كه 

𝑝(𝑡)  به ازای𝑡 ∈ دهد و این مسير از یک موقعيت در صفحه را نشان مي [0,1]

له صترین فایابد. بنابراین بيشخاتمه مي  𝑝(1)شروع و در موقعيت  𝑝(0)موقعيت 

كند، برابر با حركت مي 𝑞و دیگری در مسير  𝑝یکي در مسير  كههنگاميدو نقطه 

𝑚𝑎𝑥
0≤𝑡≤1

𝑑(𝑝, 𝑞)  .كننده برای موقعيتبيشينه محبوس مسئلهتعریف،  بر بنااست 

(𝑝, 𝑞)ترین مقدار، به دنبال كم 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑡≤1

𝑑(𝑝, 𝑞)  از ميان مسيرهای𝑝  و𝑞  ای است

-شوند و در انتهای مسير دو نقطه بر هم منطبق ميشروع مي 𝑞(0)و  𝑝(0)از كه 

𝑝(1)|شوند، به عبارتي  − 𝑞(1)| = است كه به چنين مسيری برای موقعيت  0
(𝑝, 𝑞) دو(. 3شود )شکل فرار گفته مي تعریف كردیم، مسير قبلاًكه  طورهمان 

 فاصله یافتن در كه كنندمي قضایایي و هالم اثبات در زیادی مکك زیر مشاهده

 .مؤثرند بحراني

𝑥 اگر 411 مشاهده = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐶 و محبوس كننده موقعيتي (𝑇𝑝, 𝑇𝑞) یک 

 پيوسته ′𝑥 و 𝑥 آنگاه باشد، 𝐶𝑑(𝑥) از تركم جدایي فاصله با ′𝑥 به 𝑥 از مسير جفت

 د.هستن

𝑥 اگر 412 مشاهده = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐶 ,𝑇𝑝) و محبوس كننده موقعيتي  𝑇𝑞) 

 موقعيت آنگاه باشد،  𝐶𝑑(𝑥) از تركم جدایي فاصله با  ′𝑥 به 𝑥 از مسير جفت یک

𝑥′ = (𝑝′, 𝑞′) ∈ 𝐶   است محبوس كننده نيز.  

 :آنگاه باشند، پيکربندی فضای در پيوسته موقعيت دو  ′𝑥 و 𝑥 گرا 413 لم

 𝐶𝑑(𝑥) = 𝐶𝑑(𝑥′) . 

 شودمي نتيجه 0.3 لم و همحبوس كنند بيشينه مجموعه تعریف طبق بنابراین

 .ستنده یکساني بحراني فاصله دارای محبوس كننده بيشينه مجموعه یک اعضای كه

 

 پیکربندی فضای بندیسلول -3-4-2

 را آن انجام برای نياز مورد ابزار دهيم، شرح را بندیسلول روش كهاین از پيش

𝑃 ندضلعيچ رئوس. كنيممي تعریف  با ترتيب به گردپادساعت جهت در را 

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 𝑒𝑖 ضلع و دهيممي نمایش   = 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 1 برای را  ≤ 𝑖 < 𝑛  و 
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𝑒𝑛 = 𝑣𝑛𝑣1  بودن نادقيق وجود با اكنون. كنيممي تعریف 𝑛 را بندیسلول ،رأس 

 م.دهيمي انجام عادی صورتبه

𝑥 = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐶  سلول به متعلق 𝑃𝑖𝑗 ،اگر است 𝑒𝑖 ,𝑙[𝑝 با كه ضلعي اولين  𝑞]  

𝑒𝑗 همچنين و باشد 𝑝 نقطه به ضلع تریننزدیک و دارد تقاطع  با كه ضلعي اولين 

𝑙[𝑝, 𝑞]  نقطه به ضلع تریننزدیک و دارد تقاطع 𝑞 اگر. باشد 𝑙[𝑝, 𝑞] چندضلعي با 

𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 سلول در 𝑥 باشد، نداشته برخورد 𝑥  برای اگر. دارد قرار  ∈ 𝑃𝑖𝑗، خط 𝑙[𝑥] در 

𝑒𝑖 رئوس از یکي 𝑒𝑗 یا   مرز به متعلق 𝑥 آنگاه باشد، مماس چندضلعي بر( دو هر یا) 

𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 و 𝑃𝑖𝑗 مشترک  ت.اس 

 یچهاربعدبندی در فضای پيکربندی موردنظر ما در فضای كه سلولیيآنجا از

وه ولي برای درک بهتر نح باشدنمي پذیرامکان افيکيگر صورتبهآن را  مایش، ناست

عد در دو برا  بندی ساده برای یک مثلثای از سلولنمونهكردیم  بندی، سعيسلول

بندی . توجه داشته باشيد كه در سلولهيمنمایش د 0در شکل  شهودی صورتبه

 كنند.توانند حركت زمان نميهم طوربهموردنظر فرض بر این است كه دو نقطه 

شده فرضي اطراف مثلث را های تقسيمشکل سمت راست ناحيه -0شکل 

بندی فضای پيکربندی متناظر با مثلث را دهد و شکل سمت چپ سلولنشان مي

 .دهدگرافيکي در دو بعد نمایش مي صورتبه

 

 سلول هر در است لازم محبوس كننده بيشينه مجموعه یافتن راستای در حال

 به. كنيم شناسایي را است ترینكم هم از نقطه دو فاصله آن در كه هایيموقعيت

 .كنيممي معرفي را محلي كمينه نام به مفهومي دليل همين

مي سلول این 21محلي كمينه را 𝑷𝒊𝒋 سلول در 𝒙𝒎𝒊𝒏 موقعيت :محلی کمینه

𝒙 هر ازای به كهدرصورتي ناميم ∈ 𝑷𝒊𝒋  م: باشي داشته 𝒅(𝒙𝒎𝒊𝒏) ≤ 𝒅(𝒙) 

𝒙 دلخواه موقعيت هر از باشد، 𝑷𝒊𝒋 محلي كمينه 𝒙𝒎𝒊𝒏 اگر 0.0 لم ∈ 𝑷𝒊𝒋 مي

 د.رسي 𝒙𝒎𝒊𝒏 به است، نزولي خط و نقطه فاصله آن در كه مسيری با توان

 شودمي ساخته پيوسته مسير زیر دو اتصال با مسيری لم، این اثبات برای اثبات:

𝒙  دلخواه موقعيت از كه این مسير است نزولي صورتبه آن رد نقطه دو فاصله كه ∈

𝑷𝒊𝒋  به 𝒙𝒎𝒊𝒏 ∈ 𝑷𝒊𝒋  نمایش داده شده است. 0كه در شکل  دشومي ایجاد 

𝒙 موقعيت از مسير   -7 = (𝒑, 𝒒) به  (𝒑′, 𝒒′): 

𝒍[𝒙] خط برخورد محل 𝒆𝒋 ضلع با  𝒆𝒊 و  ′𝒑 ترتيب به را  ′𝒒 و  . اميمنمي 

 مسيری در ،𝒍[𝒙]  خط راستای در را 𝒒 و 𝒑 نقطه دو و شروع 𝒙 موقعيت از كههنگامي

,′𝒑) موقعيت به كنيم نزدیک هم به دارد، نزولي سير نقطه دو فاصله كه 𝒒′) ∈ 𝑷𝒊𝒋 

 .رسيممي

,′𝒑) موقعيت از مسير  -2 𝒒′) به  𝒙𝒎𝒊𝒏 = (𝒑𝒎𝒊𝒏, 𝒒𝒎𝒊𝒏): 

 𝒒𝒎𝒊𝒏 و 𝒑𝒎𝒊𝒏 هایموقعيت به ترتيب به 𝒆𝒊 و 𝒆𝒋 اضلاع روی را ′𝒒 و ′𝒑 نقاط

 ′𝒒 همچنين و 𝒑𝒎𝒊𝒏 به ′𝒑 از حركت با محلي، كمينه تعریف طبق. كنيممي منتقل

 .كندمي تغيير نزولي صورتبه نقطه دو فاصله ،𝒒𝒎𝒊𝒏 به

𝑪 پيکربندی فضای سلول هر 414 قضیه  بيشينه مجموعه یک با حداكثر 

 .دارد اشتراک محبوس كننده

مي نظر در سلول نماینده عنوانبه را موقعيت یک قضيه این اثبات برای اثبات:

 مجموعه در نظر مورد سلول محبوس كننده هایموقعيت تمام دهيم نشان اگر. گيریم

 اثبات يهقض نگاهآ هستند، شده گرفته نظر در موقعيت شامل ،محبوس كننده يشينهب

 𝑃𝑖𝑗 سلول محلي كمينه نيز 𝑥𝑚𝑖𝑛 و دلخواه محبوس كننده موقعيت یک  ′𝑥.ودشمي

 جدایي فاصله با مسيری ′𝑥 از 0.0 لم به توجه با. است نماینده موقعيت همان یا

𝑑(𝑥′)  موقعيت به 𝑥𝑚𝑖𝑛  دو كه گيریممي نتيجه 0.7 مشاهده از و دارد وجود 

′𝑥 عيتموق 𝑥𝑚𝑖𝑛 و   محبوس كننده هایموقعيت همه بنابراین. هستند پيوسته 

 قرار  𝒙𝒎𝒊𝒏 نماینده موقعيت شامل محبوس كننده بيشينه موعهمج در 𝑃𝑖𝑗 سلول

 .ددارن

 یک كمينه محلي در ساخت دو زیر مسير پيوسته برای ایجاد نمایش -0شکل 

 .چندضلعي

𝑥𝑚𝑖𝑛 موقعيت اگر 414 لم 𝑃𝑖𝑗 سلول محلي كمينه   آنگاه باشد، 
𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑃𝑖𝑗

𝐶𝑑(𝑥) = 𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛).  

 .شودمي اثبات لم این پيوست در اثبات:

 بحراني فاصله ترینكم با برابر 𝑃𝑖𝑗 سلول بحراني فاصله: سلول بحرانی فاصله

 بحراني فاصله معادل 0.1 لم مطابق كه باشدمي سلول آن در موجود هایموقعيت

 فاصله. شودمي داده نمایش 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) نماد با و است نظر مورد سلول محلي كمينه

 :ودشمي محاسبه زیر رابطه از سلول بحراني

        𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) = 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑃𝑖𝑗

𝐶𝑑(𝑥) = 𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛)                                        (0)  

𝑥 موقعيت 414 قضیه ∈ 𝑃𝑖𝑗 شرط مقابل  اگر فقط و اگر است محبوس كننده

𝑑(𝑥) برقرار باشد: < 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗)  

𝑑(𝑥) آنگاه باشد، محبوس كننده 𝑥 موقعيت اگر اثبات: < 𝐶𝑑(𝑥) و به  است

𝐶𝑑(𝑥) دنبال آن = 𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) نتيجه گرفت كه توانميپس . باشدمي 𝑑(𝑥) <

𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) = 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗)  بحراني فاصله تعریف از نيز دوم طرف اثبات برای. است 

𝑑(𝑥) اگر یعني. كنيممي استفاده < 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗)  تعریف مطابق آنگاه باشد، 

𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) داریم 𝑑(𝑥) < 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑃𝑖𝑗

𝐶𝑑(𝑥) پس 𝑑(𝑥) < 𝐶𝑑(𝑥) ،معني این به است 

 .است محبوس كننده 𝑥 هك

 كردیم اثبات 0.0 قضيه در و كردیم بندیسلول را جستجو فضای بخش این در

 یعني هاسلول تعداد به حداكثر محبوس كننده بيشينه هایمجموعه تعداد كه

𝑂(𝑛2) سلول هر محبوس كننده مجموعه یافتن برای 0.1 قضيه اساس بر. است 

 فاصله برابر خود كه سلول، بحراني فاصله از تركم هفاصل با هایيموقعيت است كافي

 افتنی برای روشي بعد بخش در. كنيم مشخص را ستا سلول محلي كمينه بحراني

 .كنيممي ارائه سلول محلي كمينه بحراني فاصله

 

 کاهش فضای جستجو -3-4
له ترین فاصدر این بخش به محاسبه فاصله بحراني یک موقعيت كه برابر كم

پردازیم. مشکلي كه در محاسبه فاصله بحراني مسيرهای فرار ممکن است، ميجدایي 

ت. اس نهایتبيوجود دارد این است كه تعداد مسيرهای فرار ممکن برای هر موقعيت، 

در فاصله بحراني یعني مسيرهای فرار با فاصله  مؤثررو، تعيين مسيرهای رویکرد پيش

ا ترتيب فاصله بحراني هر موقعيت ب نیبدتر نسبت به سایر مسيرهاست. جدایي كم

در ادامه مراحل ساخت  شود.بررسي فاصله جدایي تعداد محدودی مسير مشخص مي

دهيم سپس دنباله سلول متناظر با مسير فرار را توضيح مي 21مسير فرار فشرده
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ترین فاصله جدایي مسير فرار فشرده را بيان فشرده را معرفي كرده و ارتباط آن با كم

ترین فاصله جدایي در و كم 28ها یا گذاركنيم. در انتها با كمک انتقال بين سلولمي

 كنيم.یک دنباله سلولي را با كمک وزن گذارهای پایه محاسبه مي

 

 ایجاد مسیرهای فرار فشرده -3-4-1
,𝑇𝑝𝑠𝑡) فشرده فرار مسير ختسا 𝑇𝑞𝑠𝑡) با متناظر (𝑇𝑝, 𝑇𝑞) مرحله سه در 

 :شودمي انجام

,′𝑻𝒑) مسیر ساخت -1 𝑻𝒒′) با متناظر  (𝑻𝒑, 𝑻𝒒): 

,𝑙(𝑇𝑝(𝑡) خط برخورد نقاط ميان از 𝑇𝑝(𝑡) به نقطه تریننزدیک 𝑇𝑞(𝑡)) با 

مي عمل شکل همين به نيز 𝑇𝑞(𝑡) نقطه برای و ناميممي 𝑇𝑝′(𝑡) را چندضلعي مرز

𝑡 ایبر 𝑇𝑞′(𝑡) و 𝑇𝑝′(𝑡) توابع روازاین. كنيم ∈ [0, 𝑡′] شودمي تعریف ایگونهبه 

,𝑇𝑝′(𝑡′)) موقعيت كه است مقداری ترینكم ′𝑡 كه 𝑇𝑞′(𝑡′)) است آزاد آن در .

,′𝑇𝑝) مسير از لحظه هر در نقطه دو فاصله كه است روشن 𝑇𝑞′) فاصله مساوی تركم 

,𝑇𝑝) مسير از لحظه همان در نقطه دو 𝑇𝑞) پس. است: 

 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑡′]

𝑑(𝑇𝑝′(𝑡), 𝑇𝑞′(𝑡)) ≤ 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,1]

𝑑(𝑇𝑝(𝑡), 𝑇𝑞(𝑡))                    (0)              

  

,′′𝑻𝒑) مسیر ساخت  -2 𝑻𝒒′′) با متناظر  (𝑻𝒑′, 𝑻𝒒′): 

 ′𝑇𝑞 و ′𝑇𝑝 مسيرهای است ممکن كه گيریممي نظر در را حالتي مرحله این در

 راست سمت به 𝑝 نقطه حركت مسير اگر 1 شکل در لمثا برای نباشند، پيوسته

𝑒𝑖 ضلع روی 𝑇𝑝′(𝑎) موقعيت از 𝑎، 𝑇𝑝′(𝑡)  از بعد لحظه باشد،  𝑦 مجاور نقطه به 

. شویممي روروبه ناپيوستگي یک با دليل همين به كه شودمي منتقل 𝑒𝑘 ضلع روی

 واصل خط راستای در هایيطخ كردن اضافه با ها،ناپيوستگي قبيل این رفع برای

𝑙[𝑝, 𝑞]  پيوسته مسير كند،مي وصل هم به را مسير ناپيوسته نقاط كه  

(𝑇𝑝′′, 𝑇𝑞′′)  با متناظر را (𝑇𝑝′, 𝑇𝑞′) زمان در ناپيوستگي هر ازای به. سازیممي

,′′𝑇𝑝) نظر مورد مسير ،(𝑎  زمان تنها اینجا در) مختلف های 𝑇𝑞′′) از بعد و قبل 

 :شودمي تعریف زیر صورتبه 𝑎 نزما

𝑡 زمان برای -7 ∈ [0, 𝑎] پس كندنمي تغييری مسيرها 𝑇𝑝′′(𝑡) = 𝑇𝑝′(𝑡) 

𝑇𝑞′′(𝑡) و = 𝑇𝑞′(𝑡)  

𝑡 زمان برای -2 ∈ [𝑎, 𝑎 + 𝜀] قرار ناپيوستگي وضعيت در كه نقاط از یک هر 

,𝑙[𝑝 واصل خط راستای در كه مستقيم خط روی پيوسته مسير در بگيرند، 𝑞] است 

𝑇𝑝′(𝑎) از 𝑦 نقطه سمت به  𝑇𝑝′′(𝑎) پس. كندمي حركت  = 𝑇𝑝′(𝑎)  و 

𝑇𝑝′′(𝑎 + 𝜀) = 𝑦  نقطه برای مشابه طوربه و است 𝑞 د.شومي تعریف نيز 

𝑡 زمان برای -3 ≥ 𝑎 + 𝜀 ندارد، وجود ناپيوستگي كه اول حالت مانند نيز 

𝑇𝑝′′(𝑡 صورتبه مسيرها + 𝜀) = 𝑇𝑝′(𝑡) و 𝑇𝑞′′(𝑡 + 𝜀) = 𝑇𝑞′(𝑡) مي تعریف

 .شوند

  :كه است روشن

(1) 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑡′′]

(𝑑(𝑇𝑝′′(𝑡), 𝑇𝑞′′(𝑡))) = 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑡′]

(𝑑(𝑇𝑝′(𝑡), 𝑇𝑞′(𝑡)))     

 ′𝑇𝑝 مسير ناپيوستگي نمایش -1شکل 

,𝑻𝒑𝒔𝒕) مسیر ساخت -3 𝑻𝒒𝒔𝒕) با متناظر  (𝑻𝒑′′, 𝑻𝒒′′): 

,′′𝑇𝑝) رمسي 𝑇𝑞′′) از غير زماني بازه در است ممکن دوم، مرحله از شده حاصل 

 كنيممي نمایيكوچک یا نمایيبزرگ ایگونهبه را 𝑡 پارامتر روازاین بگيرد، قرار [5,7]

 هنقط دو برای مسير جفت از فصل ابتدای در كه تعریفي اساس بر ′′𝑇𝑞 و ′′𝑇𝑝 كه

 و 𝑇𝑝𝑠𝑡 را مرحله این از حاصل مسيرهای كه بگيرند قرار 𝑡 زماني بازه در داشتيم،

𝑇𝑞𝑠𝑡  :كه است روشن بنابراین. ناميممي 

 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,1]

(𝑑(𝑇𝑝𝑠𝑡(𝑡), 𝑇𝑞𝑠𝑡(𝑡))) =

                              𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑡′′]

(𝑑(𝑇𝑝′′(𝑡), 𝑇𝑞′′(𝑡)))                                   (1)  

 محسوب سلول هر در دلخواه موقعيت یک نيز محلي كمينه كه كهاین به توجه با

 دلخواه نقاط دیگر مانند سلول، هر محلي كمينه بحراني فاصله تعيين برای شود،مي

 اسبهمح را نظر مورد محلي كمينه برای فشرده فرار مسيرهای جدایي فاصله سلول، در

 .كنيممي

 شرده،ف فرار مسير طي در نقطه دو موقعيت تغيير با دادیم توضيح كه طورهمان

 حوهن به توجه با. كند تغيير لحظات از بعضي در نقطه دو شامل سلول است ممکن

,𝑇𝑝𝑠𝑡) ساخت 𝑇𝑞𝑠𝑡) مسير هر انتهایي موقعيت( فقط) شودمي حاصل نتيجه این 

𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 سلول به متعلق فشرده فرار  هم روی نقطه دو كردن منطبق هدف زیرا است 

,𝑇𝑝𝑠𝑡) فشرده فرار مسير كنيد فرض. باشدمي 𝑇𝑞𝑠𝑡)  هایسلول از ترتيب به 

𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑓, 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 لحظات در اگر كند،مي عبور 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑓  رخ سلول تغيير 

𝑡 برای آنگاه دهد، ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟]𝑟=1,… ,𝑓−1 𝑥(𝑡) داریمعبارت زیر را   =

(𝑇𝑝𝑠𝑡(𝑡), 𝑇𝑞𝑠𝑡(𝑡)) ∈ 𝑃𝑟  :همچنينو   

 {

𝑥(𝑡0 = 0) ∈ 𝑃1

𝑥(𝑡𝑟) ∈ 𝐵(𝑃𝑟 , 𝑃𝑟+1)    𝑟 = 1,2, … , 𝑓 − 1

𝑥(𝑡𝑓 = 1) ∈ 𝐵(𝑃𝑓, 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒)

                           (8)  

 .دهدمي نمایش را سلول دو مشترک مرز به متعلق هایموقعيت مجموعه 𝐵 كه

(𝑓 = 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) 

𝑥1 اگر 411 لم ∈ 𝐵(𝑃1, 𝑃2) 𝑥2 و  ∈ 𝐵(𝑃2, 𝑃3)  ميان در آنگاه باشد، 

,𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥1) با برابر جدایي فاصله ترینكم 𝑥2 به 𝑥1 از موجود مسيرهای 𝑑(𝑥2)}  

 .است

 .شودمي اثبات لم این پيوست در اثبات:

 ميان از كه ایفشرده فرار مسيرهای تمام بين در بنابراین

𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑓, 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒  هایپيکربندی محلي كمينه از كه مسيری گذرند،مي  

 كهدرصورتي دارد را جدایي فاصله ترینكم گذرد،مي مشترک مرزهای

𝐵(𝑃𝑖𝑗 , 𝑃𝑗𝑘) ≠ 𝑃𝑗𝑘 و 𝑃𝑖𝑗 سلول دو ميان گذار یک باشد،  ∅  گذار وزن و دارد وجود 

𝑥 هر ازای به ∈ 𝐵(𝑃𝑖𝑗 , 𝑃𝑗𝑘) با است برابر 𝑚𝑖𝑛 (𝑑(𝑥)) تعداد حالت، بدترین در 

 تنها خوشبختانه. است 𝑂(𝑛) اندازهبه باشد داشته تواندمي سلول یک كه گذارهایي

𝑂(1) جدایي فاصله محاسبه در شودمي ناميده پایه گذار كه سلول هر با مرتبط ذارگ 

 .گذاردمي تأثير فشرده فرار مسير هر

 داشته وجود 𝑑(𝑥12) وزن با 𝑃2 و 𝑃1 سلول دو ميان گذاری اگر 0.2 قضيه

  𝑃2 در و شوندمي شروع 𝑃1 سلول از كه دارند وجود پایه گذارهای از ایدنباله باشد،

 .است  𝑑(𝑥12) مساوی یا تركم پایه گذارهای وزن ترینبيش آن در كه یابندمي پایان

𝑥𝑚𝑖𝑛 برای ∈ 𝐹𝑖  كه هاسلول از ایدنباله با است متناظر فشرده فرار مسير هر  

𝐹𝑖 از 𝐹𝑓𝑟𝑒𝑒 در و شودمي شروع    𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) محاسبه منظوربه پس. یابدمي پایان 

كم باید است 𝑥𝑚𝑖𝑛 برای فشرده فرار مسيرهای تمامي جدایي فاصله ترینكم كه

𝐹𝑖 از كه هاسلول دنباله هر در پایه گذارهای وزن ترینبيش ترین  و شودمي شروع 

𝐹𝑓𝑟𝑒𝑒 در  .كنيم پيدا را یابدمي پایان 
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 گذارهای همه یافتن حالبااین است؛ نشده داده شرح پایه گذارهای مقاله این در

 استفاده با كه صورت این به .شودمي انجام 𝑂(𝑛2𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در هایشانوزن و پایه

 كنيممي پيدا 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در را پایه گذارهای[ 71] 21اشعه پرتاب الگوریتم از

 به توجه با. شودمي تکرار  𝑂(𝑛2) ها،سلول تعداد حداكثر به توجه با عمل این كه

 .كنيم مشخص را جستجو فضای توانيممي آمدهدستبه تاكنون كه مفاهيمي و نتایج

𝐺 داروزن گراف : 30اتصال گراف = (𝑉𝐺 , 𝐸𝐺) را است هاسلول اجتماع كه 

𝑃𝑖𝑗 رأس هر. ناميممي اتصال گراف ∈ 𝑉𝐺 𝑖 در آن كه  = 1, 2, … , 𝑂(𝑛) و 𝑗 =

1, 2, … , 𝑂(𝑛)  يانم و است پيکربندی فضای از سلول یک با متناظر باشد،مي 

𝑒𝑗𝑘 یال 𝑃𝑖𝑘 و 𝑃𝑖𝑗 رأس دو  اگر فقط و اگر دارد وجود( باشدمي برابر 𝑒𝑘𝑗 یال با كه) 

𝑒𝑗𝑘 یال وزن و باشد داشته وجود پایه گذار 𝑃𝑖𝑘 و 𝑃𝑖𝑗 با متناظر هایسلول بين  كه  

 .ستا پایه گذار آن وزن با برابر دهيممي نشان  𝑡𝑖𝑗𝑘 با

 یک با متناظر فشرده فرار مسير هر شد، داده توضيح نیازاشيپ كه طورهمان

 مسير هر ترتيباینبه است، 𝐺 گراف از یال یک پایه گذار هر و پایه گذارهای از دنباله

 است اتصال گراف در مسير یک با متناظر 𝑃𝑖𝑗 لسلو محلي كمينه برای فشرده فرار

𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 رأس به و شروع 𝑃𝑖𝑗 رأس از كه  بحراني فاصله محاسبه بنابراین. شودمي ختم 

 به  𝑃𝑖𝑗 رأس از وزن ترینبيش مقدار ترینكم با مسيری یافتن معادل 𝑃𝑖𝑗 سلول

𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 رأس  .است 

دهد. برای یافتن ای از گراف اتصال را در دو بعد نمایش مينمونه 1شکل 

كننده، یک گراف اتصال با مشخصات شرح داده شده ساخته مجموعه نقاط محبوس

های قرارگيری دو نقطه )دو انگشت دهنده ناحيهشود كه در آن هر گره نشانمي

. چون گویيم(ربات( از فضای اطراف چندضلعي است )به هر ناحيه یک سلول مي

است و امکان نمایش آن وجود ندارد پس ما ناحيه  چهاربعدیفضای پيکربندی 

دهيم تا ترسيم این گراف در دو بعد قرارگيری دو نقطه را در یک گره نمایش مي

كه دو سلول موردنظر همسایه هستند  دهدميسر شود. هر یال ميان دو گره نشان مي

توان از یک سلول به سلول مجاور منتقل ها( ميها )انگشتو با حركت یکي از نقطه

ر تگویيم و در ادامه نيز بيشاشاره كردیم به آن گذارپایه مي قبلاً طورهمانشد كه 

های این گراف محاسبه توان معياری به نام وزن را بر روی یالدهيم. ميتوضيح مي

های( این گراف، شود. سپس با پيمایش رئوس )گرهنمایش داده مي 𝑡𝑖𝑗𝑘كرد كه با 

لعي كه رئوس چندضكنيم. به دليل اینمي كارا پيدا صورتبهكننده را نقاط محبوس

در )دهيم حساس را انجام مي مورد بررسي نادقيق هستند، ما عمليات محاسبه فاصله

ي كننده قطعتا بتوانيم مجموعه محبوس (شرح خواهيم داد مفصل طوربه قسمت بعد

 را به دست بياوریم.

 

 
 بندی فضای پيکربندی.گراف اتصال متناظر با سلول نمایش - 1 شکل

 گراف رئوس بحرانی و حساس هایفاصله محاسبه -3-4-2
 بحراني فاصله است كافي شدند، ساخته جستجو فضای اجزای تمام كه حال

 يمنته مسيرهای تمام رأس هر ازای به باید كار این برای شود، تعيين گراف رئوس

𝑣𝑓𝑟𝑒𝑒 رأس به يم پيچيده كمي كار رئوس بودن نادقيق وجود با ولي شود بررسي 

 وزن محاسبه در دقيق هایچندضلعي برای موجود هایالگوریتم درواقع. شود

 كنيممي سعي ابتدا ادامه در. ندارند كارایي نادقيق هایچندضلعي برای پایه گذارهای

 سلول هر ازای به نادقيق، أسر یک محدوده ميان از مناسب نقطه یک انتخاب با

 یافتن مانند روندی با و( كنيم دقيق را رأس آن یعني) بگيریم ثابت را نظر مورد رأس

 .كنيم محاسبه را رأس هر بحراني فاصله بهينه صورتبه گراف، در مسير ترینكوتاه

 اردد اشتراک نادقيق رأس با كه سلول هر ازای به است، نادقيق رأس كهازآنجایي

. كندنمي فرار جسم كند تضمين كه كنيم انتخاب نادقيق رأس روی را اینقطه دبای

 .دهيممي نمایش 𝑠 با و ناميممي  37سحسا نقطه را نقطه این

 تمام باید كه نادقيق هایچندضلعي محبوس كردن در مسئله هدف به توجه با

 دضلعيچن بودن قنادقي وجود با كه كنيم پيدا نقطه دو برای را قبولي قابل هایمکان

. ندنک فرار( انگشت) نقطه دو ميان از نظر مورد چندضلعي كه كند تضمين هم باز

نقطه باید كنيممي انتخاب رأس هر نادقيق محدوده در كه را حساسي نقطه روازاین

 ظرن مورد سلول محبوس كننده بيشينه مجموعه جدید، بحراني فاصله كه باشد ای

 موردنظر، محبوس كننده مجموعه كه دهد اطمينان ما هب كه یيجا تا دهد كاهش را

محبوس  بيشينه مجموعه از منظور. است قطعي محبوس كننده بيشينه مجموعه

 هاینقطه زوج چندضلعي، بودن نادقيق عليرغم كه است ایمجموعه قطعي، كننده

 .كنندمي محبوس را چندضلعي موردنظر، مجموعه در موجود

 قيقناد رأس یک دارای چندضلعي محبوس كردن با را مسئله ابتدا سادگي برای

 نادقيق رأس 𝑛 دارای چندضلعي محبوس كردن به را مسئله سپس و كنيممي شروع

 نادقيق رأس محدوده روی نقاطي دنبال به نادقيق رأس یک برای .دهيممي تعميم

 رسيبر وردم مسئله به آنگاه و كند تبدیل دقيق مسئله یک به را مسئله كه هستيم

 .دهيممي پاسخ مطالعه این در

 چندضلعي يقطع طوربه كه است هایيمحدوده گزارش مسئله، هدف كهیيازآنجا

 هفاصل بالای كران از باید ،(محبوس كننده بيشينه مجموعه) كنندمي محبوس را

 پایه یگذارها به توجه با و شده بيان الگوریتم اساس بر چون و كنيم استفاده جدایي

 مفهوم از بنابراین ست،ا 𝑡𝑖𝑗𝑘 گذار وزن به وابسته 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) انتشار نرخ ه،شد معرفي

 پيکربندی هر كه دانيممي گذار مفهوم طبق. گيریممي كمک مسئله حل در گذار

 برای همچنين. كند صرف را 𝑡𝑖𝑗𝑘 هزینه باید دیگر سلولي به سلول یک از انتقال برای

 رأس همان یا 𝑣 پایه گذار در موردنظر نادقيق رأس كه كرد فرض توانمي كار راحتي

 د.باش سلول دو ميان گذار مشترک

 كه دقيق هایچندضلعي محبوس كردن مسئله برخلاف پيشين هایگفته طبق

 محدب رئوس مورد در است لازم مسئله این در شدند،مي گرفته نادیده مقعر رئوس

 بيشينه مجموعه كاهش كه مسئله هدف طبق عدرواق. شود بحث مجزا طوربه مقعر و

 ایدب است قطعي محبوس كننده بيشينه مجموعه به رسيدن برای محبوس كننده

 برای و باشيم جدایي فاصله بالای كران ترینكم دنبال به محدب نادقيق رأس برای

 برای درواقع. باشيم جدایي فاصله بالای كران ترینبيش دنبال به مقعر نادقيق رأس

 كه كنيم پيدا نادقيق رأس محدوده روی 𝑠 مانند اینقطه باید محدب نادقيق سرأ

𝑠| مقدار آن در − 𝑧| 𝑠𝑖| به نسبت را مقدار ترینكم  − 𝑧|  یعني باشد داشته  

|𝑠 − 𝑧| ≤ |𝑠𝑖 − 𝑧| باشد. 𝑠𝑖 ∈ 𝑉 𝑉 و نادقيق رأس روی دلخواه نقطه یک   نيز 

𝑠𝑖 همچنين و ستا نادقيق رأس روی نقاط تمام مجموعه ≠ 𝑠  باشدمي. 

𝑃𝑗𝑘 سلول به 𝑃𝑖𝑗 سلول از گذاری اگر 413 لم  𝑠 همچنين و باشد داشته وجود 

نزدیک نيز 𝑧 و باشد 𝑣 نادقيق رأس دیسکي محدوده در شده یافت حساس نقطه

𝑒𝑖 ضلع نقطه ترین 𝑠| آنگاه باشد، 𝑠 نقطه به  − 𝑧| سلول ود بين گذار ترینكوچک 

𝑡𝑖𝑗𝑘: داریم جهيدرنت كه دهدمي نشان را = |𝑠 − 𝑧|. 

′𝑠| كه دارد وجود ′𝑠 مانند اینقطه كنيد فرض اثبات: − 𝑧| سلول دو بين گذار 

 را سلول دو بين انتقال هزینه ترینكم گذار، كهاین به توجه با. دهدمي نمایش را

′𝑠| روازاین دهد،مي نشان − 𝑧| كمينه با این اما. باشد داشته را قدارم ترینكم باید 

𝑠| مقدار بودن − 𝑧| و است باطل خلف فرض بنابراین. است تضاد در |𝑠 − 𝑧|  

 سلول دو برای حساس نقطه نيز 𝑠 و دهدمي نشان را سلول دو بين گذار ترینكوچک

 .باشدمي نظر مورد
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 .دارد ارقر 𝑉 یعني 𝑣 رأس نادقيق محيط روی ،𝑠 حساس طهنق 414 مشاهده

 .شودمي اثبات مشاهده این پيوست در اثبات:

 كه 𝑃 شده داده چندضلعي در دلخواه سلول برای بحراني فاصله 414 قضیه

𝑠| با برابر است، نادقيق رأس یک دارای − 𝑧| است. 

 .شودمي اثبات قضيه این پيوست در اثبات:

 نظر در را باشند نادقيق 𝑃 چندضلعي( رئوس تمام یا) رأس 𝑘 كه حالتي اكنون

 ثرحداك سلولي بين گذار هنگام پيکربندی، فضای بندیسلول به توجه با. گيریممي

 .است تأثيرگذار رأس سه

 كه 𝑃 شده داده چندضلعي در دلخواه سلول برای بحراني فاصله 414 قضیه

𝑠| با برابر است، نادقيق رأس 𝑘 دارای − 𝑧| است. 

𝑣 رأس همان نادقيق أسر یک حالت این در كنيم فرض اثبات: ∈ 𝑉 (همان 

𝑒𝑖 ضلع رأس دو هم دیگر نادقيق رئوس و(  𝑉 نادقيق ناحيه مركز  این در. باشد 

 :مداری را یرز هایحالت 0.3 لم مطابق صورت

 .(8 شکل) باشد، محدب 𝒗 نادقیق رأس -1

 به دبای قطعي بيشينه مجموعه یافتن برای كه باشيم داشته توجه باید حالت این در

𝑣| مقدار ترینكم یعني باشيم، 𝑡𝑖𝑗𝑘 مقدار ترینكم دنبال به گذار هر ازای − 𝑧|  

 و نادقيق یسکد محدوده محيط روی 𝑠 نقطه انتخاب با وضوحبه 0 شکل طبق

 ضلع نادقيق رئوس ناحيه دو مماس خط تریننزدیک با آن فاصله ترینكم محاسبه

𝑒𝑖 𝑣| مقدار ترینكم به   − 𝑧| همان یعني رسيم،مي |𝑠 − 𝑧| . 

 .(9 شکل) باشد، مقعر 𝒗 نادقیق رأس -2

بيش دنبال به گذار هر ازای به باید قطعي بيشينه مجموعه یافتن برای حالت این در

𝑣| مقدار ترینبيش یعني باشيم، 𝑡𝑖𝑗𝑘 مقدار ترین − 𝑧| .با وضوحبه 1 شکل طبق 

 ترینبيش محاسبه و ،𝑣 رأس نادقيق یسکد محدوده محيط روی 𝑠 نقطه انتخاب

𝑒𝑖 ضلع نادقيق رئوس ناحيه دو مماس خط دورترین با آن فاصله  مقدار ترینبيش به 

|𝑣 − 𝑧| يیعن رسيم،مي |𝑠 − 𝑧| . 

 محدب رأس پایه گذار برای نادقيق رأس سه نمایش -8شکل 

 مقعر رأس پایه گذار برای نادقيق رأس سه نمایش -1شکل 

 روی نظر، مورد بحراني نقاط كه كنيممي درک وضوحبه بالا مشاهدات قطب

 گذار هر برای هاگفته این به توجه با. دارند قرار نادقيق رأس دیسکي محدوده محيط

 اجرا  𝑠 هر ازای به را دقيق الگوریتم سپس آوریممي دست به را 𝑠 حساس فاصله یک

 رد آمدهدستبه محبوس كننده يشينهب هایمجموعه تمام از تیدرنها و كنيممي

 محبوس كننده بيشينه هایمجموعه تمام درواقع كه گيریممي اشتراک 𝑂(1) انزم

 .شد خواهد ارشگز موردنظر مسئله برای قطعي

 فرض همچنين. بگيرید نظر در اتصال گراف از رأس یک را 𝑃𝑖𝑗 414 قضیه

𝐵(𝑃𝑖𝑗) كنيد 𝑃𝑖𝑗 مجاور رئوس شامل كه باشد ایمجموعه    فاصله آنگاه است، 

 :است زیر صورتبه آن مجاور رئوس بحراني فاصله برحسب 𝑃𝑖𝑗 رأس بحراني

 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) = 𝑚𝑖𝑛
𝑃𝑖𝑗∈𝐵(𝑃𝑖𝑗)

(𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗), 𝑡𝑖𝑗𝑘))                                (1)       

 فاصله یبرا استدلال با مشابه گراف، رئوس بحراني فاصله درستي اثبات :اثبات

 رانيبح فاصله كهنیا به توجه با یعني. است فشرده فرار مسيرهای در هاسلول بحراني

𝑃𝑖𝑗 رأس هر ∈ 𝐵(𝑃𝑖𝑗)  رأس از مسيرهایي در وزن ترینبيش مقدار ترینكم با برابر 

𝑃𝑖𝑗 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 رأس به    كه گيریممي نتيجه 0.7 لم ابقمط است، 

𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗), 𝑡𝑖𝑗𝑘)  رأس از مسيرهایي در وزن ترینبيش مقدار ترینكم با برابر 

𝑃𝑖𝑗 رأس به 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒  مقدار ترینكم دليل همين به. شوندمي شروع 𝑒𝑖𝑗 یال با كه است 

𝑃𝑖𝑗 سلول از وزن ترینبيش 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 سلول به  𝑃𝑖𝑗 بحراني فاصله با معادل  . باشدمي 

 :برابر یعني

𝑚𝑖𝑛
𝑃𝑖𝑗∈𝐵(𝑃𝑖𝑗)

(𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗), 𝑡𝑖𝑗𝑘))                                                   (75)       

 مجاور سلول دو 𝑃𝑖𝑗 و 𝑃𝑖𝑗 اگر كه گيریممي نتيجه بالا قضيه از 418 نتیجه

 :است برقرار 𝑃𝑖𝑗 و 𝑃𝑖𝑗 بحراني فاصله ميان زیر رابطه آنگاه باشند،

𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) ≤ 𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗), 𝑡𝑖𝑗𝑘)                                                    (77)       

 الگوریتم -3-4-3
 نادقيق با یک رأسنادقيق داریم كه  رأسیک  یک چندضلعي با دفرض كني

 رأس ،محبوس كردنطبق الگوریتم دقيق برای مسئله  شود.دیسک نمایش داده مي

تعریف نشده است و در همين ابتدای كار عدم كارایي الگوریتم دقيق واضح  نادقيق

نهایي و دقيق  رأس عنوانبه 𝑣𝑐شود. پس فرض كنيم كه مركز دیسک نادقيق مي

شویم كه طبق با یک مسئله دقيق روبرو مي 75در این صورت طبق شکل  باشد كه

شود ولي كننده محاسبه ميهای دقيق موجود، مجموعه نقاط محبوسالگوریتم

 كننده قطعي نيست، مجموعه محبوسآمدهدستبهكه این مجموعه  نجاستیامشکل 

گر وجود دارد را های دیها رو كه برای نمونهكه ممکن است بعضي از مجموعه جواب

 .(75باشد )شکل های ناشدني شامل زیرمجموعه زیاداحتمالبهدر نظر نگيرد و یا 

)منظور از شدني یا ناشدني بودن یک جواب این است كه به دليل نادقيق بودن یک 

در  آنگاهنادقيق از مجموعه جواب حذف نشود  رأساگر محدوده دیسکي شکل  رأس

دنظر ممکن است قسمتي از مجموعه جواب متعلق به هایي از چندضلعي مورنمونه

 75كه در شکل  طورهمان. چندضلعي باشد كه در این صورت جواب ناشدني است.(

دقيق  رأسبه ازای  𝑃̃كننده شهودی چندضلعي ، مجموعه بيشينه محبوسبينيدمي

𝑣𝑐 ه ازای ب ای از چندضلعي نادقيق موردنظرنشان داده شده است. حال اگر نمونه

 اشيم واضح است كه این مجموعه جواب مشخص شدهرا داشته ب ′′𝑣و  ′𝑣 أسر

 باشد.نادرست مي

مجموعه  شهودی طوربه در این شکلعملکرد الگوریتم دقيق. نحوه  -75شکل 

 شده است. داده نشان 𝑣𝑐دقيق  رأس به ازای 𝑃̃كننده چندضلعي بيشينه محبوس
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 نادقيق، بعد از رأسارائه شده برای چندضلعي دلخواه با یک  حال مطابق الگوریتم

در  ؤثرمبندی فضای پيکربندی و یافتن گذارهای پایه، متناظر با هر گذار پایه سلول

هر  كنيم و برایمحاسبه فاصله بحراني، نقطه حساس متناظر با هر سلول را پيدا مي

-مي ترتيباینبه(. 77کل كنيم )شسلول فاصله حساس مربوط به آن را محاسبه مي

كننده قطعي را شناسایي كنيم. همچنين های بيشينه محبوستوانيم تمام مجموعه

كنيم تا مشکل ناشدني در انتها محدوده دیسک نادقيق را از مجموعه جواب حذف مي

ای از چندضلعي موردنظر بودن جواب را نداشته باشيم. در این صورت به ازای هر نمونه

آن ممکن داشته باشيم، اطمينان داریم كه  رأسنادقيق بودن یک  كه به دليل

 صحيح و شدني است. كاملاً آمدهدستبهمجموعه بيشينه 

 نحوه عملکرد الگوریتم نادقيق -77شکل 
 

𝐏𝐫𝐨𝐜𝐞𝐝𝐮𝐫𝐞 𝟏 Propagate Caging (𝑉𝐺 , 𝐸𝐺) 

𝐈𝐧𝐩𝐮𝐭: 

            𝑃 ⊂ ℝ2 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠. 

𝐎𝐮𝐭𝐩𝐮𝐭: 

            𝐴𝑙𝑙 𝑜𝑓 (𝑝, 𝑞) ∈ ℝ2 𝑠𝑢𝑐ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑡ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑔𝑜𝑛 𝑃 𝑤𝑖𝑙𝑙 𝑏𝑒 𝑐𝑎𝑔𝑒𝑑. 

1:    𝐿 ← ∅ 

2:    𝐻 ← 𝑀𝑎𝑘𝑒  𝑎  𝐻𝑒𝑎𝑝 

3:    𝐈𝐧𝐬𝐞𝐫𝐭(𝐻, 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒) 

        {𝐿𝑒𝑡 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 𝑡𝑜 𝑏𝑒 𝑎 𝑐𝑒𝑙𝑙 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 

                𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑤𝑜 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 𝑝 𝑎𝑛𝑑 𝑞 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑧𝑒𝑟𝑜. } 

4:    for 𝑖 = 1 to 𝑛 do 

5:        𝐟𝐨𝐫 𝑗 = 1 𝐭𝐨 𝑛 𝐝𝐨 

6:               if 𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒then  

7:                   𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) ← 0 

8:               else 

9:                   𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) ← ∞ 

10:             end if 

11:      end for 

12: end for 

13: while 𝐻 ≠ ∅ do 

14:       𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) ← 𝐄𝐱𝐭𝐫𝐚𝐜𝐭_𝐌𝐢𝐧(𝐻) 

15:      if 𝑃𝑖𝑗 ∉ 𝐿 then 

16:            𝐿 ← 𝐿 ∪ {𝑃𝑖𝑗} 

17:            𝐴𝐶𝑖𝑗 ← {(𝑝, 𝑞) ∈ 𝑃𝑖𝑗|  𝑑(𝑝, 𝑞) < 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗)} 

18:            for all 𝑒𝑗𝑘 = {𝑃𝑖𝑗, 𝑃𝑖𝑘} ∈ 𝐸𝐺  do 

19:                 if 𝑃𝑖𝑗 ∉ 𝐿 then 

20:                      𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) ← 𝑚𝑖𝑛 (𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗), 𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗), 𝑡𝑖𝑗𝑘)) 

21:                      Return 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) 

22:                      𝐈𝐧𝐬𝐞𝐫𝐭 (𝐻, 𝑃𝑖𝑗) 

23:                 end if 

24:            end for 

25:       end if 

26: end while 

 

 پيچيدگي زماني الگوریتم -2 جدول

 زمان عمل

 𝑂(𝑛) محاسبه فضای پيکربندی
 𝑂(𝑛2) بندی فضای پيکربندیسلول

 𝑂(𝑛2log𝑛) های گرافتعيين یال
 𝑂(𝑛2log𝑛) انتشار فاصله بحراني رئوس

 𝑂(𝑛2) محبوس كنندههای گزارش مجموعه

 زمان صرف شده برای یافتن

 محبوس كنندههای موقعيت
𝑂(𝑛2log𝑛) 

 

 پيچيدگي حافظه الگوریتم -3 جدول

 زمان عمل

 𝑂(𝑛) ذخيره چندضلعي و فضای پيکربندی
 𝑂(𝑛2) هاذخيره مرز سلول

 𝑂(𝑛2) های گراف اتصالذخيره رئوس و یال
 𝑂(𝑛2) ذخيره فاصله بحراني رئوس

 𝑂(𝑛2) محبوس كنندههای ذخيره مجموعه

حافظه مصرفي برای یافتن 

 محبوس كنندههای موقعيت
𝑂(𝑛2) 

. است شده ارائه قطعي محبوس كننده هایموقعيت یافتن الگوریتم كدشبه

 فضای بندیسلول شامل خود كه است اتصال گراف ایجاد الگوریتم این اول مرحله

 گراف رئوس بحراني فاصله انتشار دوم مرحله. است پایه گذارهای توليد و پيکربندی

 قطعي محبوس كننده هایمجموعه گزارش و گذار هر حساس فاصله از استفاده با

𝑉𝐺 رئوس مجموعه با 𝐺 گراف اول، مرحله در. است 𝐸𝐺 هاییال مجموعه و   زمان در 

𝑂(𝑛2𝑙𝑜𝑔𝑛)  1خط  الگوریتم دوم مرحلهدر  شده، ارائه كدشبه. شودمي توليد 

𝑃𝑖𝑗 داریم  = 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒  تعریف وقتي در سلولي دو نقطه )یا دو انگشت(  بر بناكه

فاصله  روازاینشود و ناميده مي 𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒همدیگر را ببينند، سلول موردنظر  اصطلاحبه

-سلول گونهاگر در گراف، مسيری به این درواقعبحراني در این سلول برابر صفر است. 

 انيبحر فاصلهگویند. در ادامه مرحله دوم الگوریتم مسير فرار ميها ختم شود به آن 

فاصله بين از رأس هر تا آزاد رأس از جدایي فاصله ترینكم انتشار طریق از را رئوس

. كندمي بيان 𝐺 گراف روی را نمایدمي محاسبه گذار هر در حساس هاینقطه های

𝑂(𝑛2) مرحله این در 𝐸𝑥𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡_𝑀𝑖𝑛(𝐻) بار  𝑂(𝑛2) حداكثر و   بار  

𝐻𝑒𝑎𝑝𝐼𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡  زمان در اعمال این از یک هر و شودمي انجام 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)  مي اجرا

 .است 𝑂(𝑛2𝑙𝑜𝑔𝑛) دوم مرحله كل زمان بنابراین. شوند

 به تا صلف ابتدای از كه مطالبي به توجه با:  الگوریتم حافظه و زماني پيچيدگي

 و  𝑂(𝑛2𝑙𝑜𝑔𝑛) مرتبه از شدهارائه الگوریتم زماني پيچيدگي كردیم، بيان ااینج

 هایبخش پيچيدگي 3 و 2 جداول در. است  𝑂(𝑛2) مرتبه از آن حافظه پيچيدگي

 .است شده ذكر موردنظر الگوریتم مختلف

 شده داده موقعیت کنندگیمحبوس تشخیص -3-4-4
 ایدب بتداا دلخواه موقعيتیک  نبودن یا نبود محبوس كننده تشخيص برای

 مقایسه با ازآنپس و كنيم پيدا را دارد قرار آن در شده داده موقعيت كه سلولي

𝑑(𝑥)  را موردنظر موقعيت كنندگيمحبوس وضعيت سلول، آن بحراني فاصله با 

 .كنيم مشخص

𝑥  شده داده موقعيت به توجه با 419 لم = (𝑝, 𝑞)، سلول یافتن 𝑃𝑖𝑗 كه 𝑥 در 

 نادقيق چندضلعي رئوس تعداد 𝑛 كه است 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زماني مرتبه از دارد، قرار آن

 .است موردنظر

 دو( مختصات) موقعيت باید دارد قرار آن در 𝑥 كه سلولي تشخيص برای اثبات:

𝑒𝑗 ضلع باید ،𝑝  نقطه برای مثال طوربه. دهيم قرار بررسي مورد را نقطه  ضلعيچند از 

,𝑙[𝑝 با متقاطع ضلع اولين كه 𝑞] استفاده با كار این. بيابيم وجود صورت در را است 
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,𝑙[𝑝 اگر. شودمي انجام 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در[ 71] اشعه پرتاب الگوریتم از 𝑞]  هيچ با 

𝑃𝑓𝑟𝑒𝑒 آزاد سلول به 𝑥 موقعيت نداشت، برخورد ضلعي  .دارد تعلق 

𝑥 موقعيت 0.75 قضيه = (𝑝, 𝑞) مي اتصال گراف از استفاده با. است شده داده

𝑥 كنندگيمحبوس توان 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در را  𝑛 كه كرد مشخص   رئوس تعداد 

 .است موردنظر نادقيق چندضلعي

 موقعيت یک بودن كنندهغيرمحبوس یا محبوس كننده تشخيص برایاثبات: 

𝑥 مانند شده داده = (𝑝, 𝑞)  موقعيت كه سلولي 0.1 لم به توجه با 𝑥 قرار آن در 

𝑃𝑖𝑗 سلول به متعلق 𝑥 اگر. كنيممي پيدا 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در را دارد  آنگاه باشد، 

 كنندهغيرمحبوس یا محبوس كننده 𝐶𝑑(𝑃𝑖𝑗) و 𝑑(𝑥) مقایسه با 0.1 قضيه مطابق

 شده داده تموقعي یک كنندگيمحبوس تشخيص بنابراین. شودمي مشخص 𝑥 بودن

 .دشومي انجام 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در 𝐺 اتصال گراف از استفاده با

 گیری و کارهای آتینتیجه -4

 باتاث یم وكرد ارائه پيکربندی فضای برای مناسب بندیسلول یک مقاله این در

 همان بحراني فاصله تنها است كافي سلول هر بيشينه مجموعه تعيين برای كه كردیم

 دقيقينا وجود با سلول دو هر بين گذار گرفتن نظر در هنگام. كنيم مشخص را سلول

 هستيم مواجه( نادقيق ناحيه) نقاط مجموعه یک با رأس هر یازا به رأس چند یا یک

 محبوس كننده بيشينه مجموعه شودمي باعث كه حساس نقطه یک هاآن بين از كه

 فراهم بحراني فاصله محاسبه مکانا ترتيباینبه. كنيممي انتخاب را برسد قطعيت به

 تا آزاد رأس از جدایي فاصله ترینكم انتشار و اتصال گراف ساخت با همچنين. شد

 نادقيقي وجود با كه هایيناحيه و یافته را سلول هر بحراني فاصله گراف، رأس هر

 و كرده حذف نهایي جواب مجموعه از را باشند چندضلعي از قسمتي است ممکن

 پيچيدگي نيز این بر علاوه. كنيممي گزارش را آن متناظر محبوس كننده مجموعه

 تمامي برای كه كردیم محاسبه را محبوس كننده هایمجموعه و هاسلول تركيبياتي

. شودمي انجام 𝑂(𝑛2𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در چندضلعي یک محبوس كننده هایمجموعه

 استفاده با كه دادیم نشان و كردیم مطرح را مسئله وجوپرس نسخه مقاله پایان در

 .داد پاسخ آن به 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) زمان در توانمي اتصال، گراف داده ساختمان از

 مانند مختلف هایگونه به چندضلعي شدن نادقيق با مسائل، این از هركدام در

 مسئله شودمي باعث چنگ اجزای نادقيقي حتي یا اضلاع یا رئوس شدن نادقيق

 :باشد زیر مورد سه هر یا یک تواندمي هدف نادقيقي شرایط در. شود ترزيبرانگچالش

 گاهچيه نيز رئوس شدن نادقيق با كه هایيمحدوده تمام شناسایي •    

 د،كنننمي محبوس را چندضلعي

 هاناحيه آن در چندضلعي شدن محبوس كه هایيمحدوده تمام شناسایي •    

 ،است محتمل

 همچنان رئوس، شدن نادقيق وجود با كه هایيدودهمح تمام شناسایي •    

 .كنندمي محبوس را موردنظر چندضلعي

. است بالاتر ابعاد به آن تعميم و شدهارائه الگوریتم بهبود ما آتي اهداف از یکي

 اندازهبه حساس كه الگوریتمي ارائه و اجرا زمان بهبود برای مسئله بررسي همچنين

 .باشد آینده هایپژوهش برای باز مسائل از تواندمي نيز باشد خروجي
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. رساند پایان به 7313 سال در و نمود آغاز 7381 سال

 زمينه همان در را خود ارشد كارشناسي تحصيلات ایشان

 7311 سال در و كرد وعشر 7313 سال در كامپيوتر علوم

 اماتم به زنجان پایه علوم تکميلي تحصيلات دانشگاه در

 زبان در تسلط به توانمي يسینوبرنامه زمينه در ایشان هایتوانایي از. . رساند

 همچنين .كرد اشاره MATLAB و python, C، C++، C#، SQL يسینوبرنامه

 ازیسكمينه تصادفي، و تقریبي هایالگوریتم ایشان علاقه و پژوهش مورد زمينه

 در. است محاسباتي هندسه و رباتيک گراف، نظریه ،ميسيب یهاشبکه در تحویل

 یتالياا گرانساسو دانشگاه كامپيوتر علوم گروه دكترا دانشجوی عنوانبه حاضر حال

  .است تحصيل به مشغول

 : از است عبارت ایشان الکترونيک پست آدرس

Esmaiel.delfaraz@gmail.com 



 722                                                    )مقاله عادی( انگشت دو از استفاده با نادقيق هایچندضلعي كردنمحبوس :لاریمي نبوی .م .س پهلوانلو، دلفراز .ا د،منفر داودی. م

 ار خود كارشناسي تحصيلات لاریمی نبوی مقداد سید

 زا كرمان باهنر شهيد دانشگاه در كامپيوتر علوم زمينه در

. رساند پایان به 7310 سال در و نمود آغاز 7381 سال

 زمينه همان در را خود ارشد كارشناسي تحصيلات ایشان

 7311 سال در و كرد شروع 7310 سال در كامپيوتر علوم

 ماتما به زنجان پایه علوم تکميلي تحصيلات دانشگاه در

 زبان در تسلط به توانمي يسینوبرنامه زمينه در ایشان هایتوانایي از. رساند

 مورد زمينه همچنين. كرد اشاره MATLAB و C، C++، C#، SQL يسینوبرنامه

 رد یلتحو سازیكمينه تصادفي، و تقریبي هایالگوریتم ایشان علاقه و پژوهش

 .است محاسباتي هندسه و رباتيک گراف، نظریه ،ميسيب یهاشبکه

 : از است عبارت ایشان الکترونيک پست آدرس

smnabavi@iasbs.ac.ir 

 

 پیوست

𝑚𝑖𝑛 آنگاه باشد، 𝑃𝑖𝑗 محلي كمينه 𝑥𝑚𝑖𝑛 اگر 411 لم
𝑥∈𝑃𝑖𝑗

𝐶𝑑(𝑥) = 𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) . 

 و كنندگيمحبوس حالت دو هر برای تا است لازم اثبات برای اثبات:

 .دهيم نشان را لم این درستي محلي، كمينه كنندگيغيرمحبوس

 سلول هایموقعيت تمام 0.0 لم طبق نباشد، محبوس كننده 𝑥𝑚𝑖𝑛 اگر: 7حالت

𝑃𝑖𝑗 هر برای صورت این در كه هستند كنندهغيرمحبوس 𝑥 ∈ 𝑃𝑖𝑗 داریم 𝐶𝑑(𝑥) =

𝑑(𝑥)  گيریممي نتيجه و است: 
 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑃𝑖𝑗

𝐶𝑑(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑃𝑖𝑗

𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛)  

 در موجود هایموقعيت ميان از آنگاه باشد، محبوس كننده 𝑥𝑚𝑖𝑛 اگر: 2 حالت 

. ندنيست محبوس كننده غير نيز برخي و هستند محبوس كننده برخي سلول، آن

𝑥 ،0.0 قضيه مطابق هستند محبوس كننده كه هایيعيتموق برای 𝑥𝑚𝑖𝑛 و   در 

𝐶𝑑(𝑥) كه گيرندمي قرار یکسان محبوس كننده مجموعه = 𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) برای. است 

 استفاده اثبات برای خلف برهان از توانمي نيستند محبوس كننده كه هایيموقعيت

𝐶𝑑(𝑥) كنيد فرض كه معنا این به. كرد ≤ 𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) مسيری 0.0 لم طبق. باشد 

 مسير این معکوس حال .دارد وجود 𝑥𝑚𝑖𝑛 به 𝐶𝑑(𝑥) از تركم جدایي فاصله با 𝑥 از

. 𝐶𝑑(𝑥)ز ا تركم جدایي فاصله با 𝑥 به 𝑥𝑚𝑖𝑛 از است مسيری كه گيریممي نظر در را

 از تركم آن فاصله كه مسيری با 𝑥𝑚𝑖𝑛 محبوس كننده موقعيت از توانمي بنابراین

𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) به است 𝑥 گيریممي نتيجه 0.2 مشاهده از و رسيد 𝑥 محبوس كننده 

𝐶𝑑(𝑥) پس دارد تناقض اوليه فرض با این كه است > 𝐶𝑑(𝑥𝑚𝑖𝑛) است. 

𝑥1 اگر 412 لم ∈ 𝐵(𝑃1, 𝑃2) 𝑥2 و  ∈ 𝐵(𝑃2, 𝑃3)  ميان در گاهآن باشد، 

,𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥1) با برابر جدایي فاصله ترینكم 𝑥2 به 𝑥1 از موجود مسيرهای 𝑑(𝑥2)}  

 .است

 دو فاصله به توجه با. كرد اثبات را لم این توانمي 0.0 لم از استفاده با اثبات:

 هر جدایي فاصله است، 𝑑(𝑥2) و 𝑑(𝑥1) كه مسير انتهای و ابتدا در 𝑥2 و  𝑥1 نقطه

,𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥1) مساوی تربزرگ 𝑥2 به 𝑥1 از( آن تعریف طبق) مسير 𝑑(𝑥2)}  است .

 زیرمسيری ،0.0 لم مطابق كه بگيرید نظر در را 𝑃2 سلول 𝑥𝑚𝑖𝑛 محلي كمينه حال

 فاصله با  𝑥2 به 𝑥𝑚𝑖𝑛 از یرمسيریز و 𝑑(𝑥1) نزولي جدایي فاصله با 𝑥𝑚𝑖𝑛 به 𝑥1 از

 به 𝑥1 از مسيری گيریممي نتيجه ترتيباینبه. دارد وجود 𝑑(𝑥2) صعودی جدایي

𝑥2 جدایي فاصله با 𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥1), 𝑑(𝑥2)}  شودمي اثبات حکم روازاین. دارد وجود. 

 .دارد قرار 𝑉 یعني 𝑣 رأس نادقيق محيط روی ،𝑠 حساس نقطه 413 مشاهده

𝑠 كنيد فرض اثبات: 𝑉 محيط روی   اینقطه ترتيباینبه. باشد نداشته قرار 

′𝑠| كه دارد وجود 𝑉 روی ′𝑠 مانند − 𝑧| واصل خطپاره طول و دارد را مقدار ترینكم 

′𝑠| مقدار ،𝑥 و ′𝑠 بين − 𝑧| با را خطپاره این و دهدمي نشان را 𝑠′𝑥 هددمي نمایش .

 برخورد آن با 𝑠 مانند اینقطه در و كندمي عبور 𝑉 محيط روی از 𝑠′𝑥 است واضح

𝑠| كه كندمي − 𝑧| ′𝑠| به نسبت كمتری مقدار  − 𝑧| خلف فرض بنابراین. دارد 

 .دارد قرار 𝑉 محيط روی 𝑠 نقطه و است باطل

 هك 𝑃 شده داده چندضلعي در دلخواه سلول برای بحراني فاصله 414 قضیه

𝑠| با برابر است، نادقيق رأس یک دارای − 𝑧| است. 

𝑣 رأس نادقيق رأس كه كنيم فرض اثبات: ∈ 𝑉 (نادقيق ناحيه مركز همان 

𝑉  )داریم را زیر هایحالت 0.3 لم مطابق صورت این در. باشد: 

 .(12 شکل) باشد، محدب نظر مورد نادقیق رأس -1  

 نبالد به گذار هر ازای به باید طعيق بيشينه مجموعه یافتن برای حالت این در

𝑣| مقدار ترینكم یعني باشيم،  𝑡𝑖𝑗𝑘 مقدار ترینكم − 𝑧| .وضوحبه 72 شکل طبق 

𝑣| مقدار ترینكم به نادقيق دایره محدوده محيط روی 𝑠 نقطه انتخاب با − 𝑧|  مي

𝑠| همان یعني رسيم، − 𝑧| . 

 برای مکان ترینمناسب نادقيق، یسکد محدوده محيط روی 𝑠 نقطه -72شکل 

𝑒𝑖 ضلع ازای به محدب رأس كردن دقيق  .است 

 .(13 شکل) باشد، مقعر نظر مورد نادقیق رأس -2

 نبالد به گذار هر ازای به باید قطعي بيشينه مجموعه یافتن برای حالت این در

𝑡𝑖𝑗𝑘 مقدار ترینبيش 𝑣| مقدار ترینبيش یعني باشيم،  − 𝑧| .به 73 شکل طبق

 مقدار ترینبيش به نادقيق، دایره محدوده محيط روی 𝑠 نقطه انتخاب با وضوح

|𝑣 − 𝑧|  همان یعني رسيم،مي |𝑠 − 𝑧| . 

 برای مکان ترینمناسب نادقيق، یسکد محدوده محيط روی 𝑠 نقطه -73 شکل

𝑒𝑖 ضلع ازای به مقعر رأس كردن دقيق  .است 
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1 Grasp 
2 Firm grasp 
3 Loose grasp 
4 Uncertainty 
5 Imprecise 
6 Laser range scanner 
7 Computer-aided design 
8 Tolerance 
9 Actuator 
10 ɛ-geometry 
11 Region-based models 
12 Linear parametric geometric uncertainty model 
13 λ-geometry 
14 Pushing with a frictionless jaw 
15 Instance 
16 Workspace 

17 Configuration space 
18 Trajectory 
19 Escape trajectory 
20 Separation distance 
21 Critical distance 
22 Propagation 
23 Connected 
24 Maximal caging set 
25 Least upper-bound distance 
26 Local minimum 
27 Squeezed trajectory 
28 Transition 
29 Ray shooting 
30 Connectivity graph 
31 Sensitive point 
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Abstract 

  

The problem of caging an arbitrary object is one of the major issues in the field of robotics. All of 
algorithms in this field assume that the object is precise, but due to errors during the computation 
and construction of objects (parts), it is possible, the object's coordination to be imprecise. Our 
purpose is to provide an appropriate algorithm for caging the polygon, even if the polygon is partially 
imprecise. In this paper, we present an algorithm for finding all arrangements of two fingers, which 
definitely cage an imprecise part. An imprecise part is a polygon with imprecise vertices that are 
shown as a disc with radius unit. At the end, all of the caging arrangements to be reported 𝑂(𝑛2 log 𝑛) 
time and 𝑂(𝑛2)  space, where 𝑛 is the number of vertices in the parts.. 
 

Keywords: Algorithm; Uncertainty; Caging; Imprecision. 


